Teil 4: Logik

e Regeln der Aussagenlogik
e Regelanwendung (vorwérts / riickwérts)

e Sichere / unsichere Regeln

Im Tutorial: Kap. 5
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HOL - die Logik

Klassische Pradikatenlogik mit folgenden Besonderheiten:

e Hoherer Ordnung (HOL):
Quantifizierung iiber Funktionen/Priadikate: 3f. Vo.f x =«

e Formeln vom Typ bool:
Gleichheit (=) und Aquivalenz (<) werden gleichgesetzt

e Auswahloperator:
ex.P x (ASCII: SOME x.P x) bedeutet: Ein x, das P erfiillt.
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Regeln des Natiirlichen SchlieBens

Notation:
A A,
Statt R: [A;...A,] = A schreibe: A

R

Erlaubt nachvollziehbare Darstellung von Ableitungen,
z.B. von [ANB;C] = AN (C'V D)

AANB

disjI1l
conjl

conjunctl

AN (CV D)
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Regeln der Aussagenlogik

Einfiihrungsregeln (/ntro):

conjl
ANDB

disjI1
AV B AV B

disjI2

impl

A— B

A—B B—A
A=B

A — False
- A

Truel

1iffI

notl

True

t::trefl
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Beseitigungsregeln (Elim):
ANB [A;B] =C

conjk
C
AVB A=—C BzﬁCd..
isjE
C
A—B A B=—C(C.
impE
C
A=B A=B |,
11— B 1f£fD1 B — A 1ffD2
A'C;ulnotE
Faése FalseE
s=t P(s
subst




Aussagenlogik: Weitere Regeln (1)

A...A. .. A,
Strukturell: A

assumption

Weitere Regeln (z.T. abgeleitet):
ANB ANB

conjunctl

conjunct?2

A— B flmp
B

-A=— A , —A = Flalse
classical ccontr

A A

S:tsym r—=3s S:ttrans
t=s r==t
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Aussagenlogik: Weitere Regeln (2)

Beachte: Préamissen der Form |[...] = C' entsprechen Teilbeweisen

Ableitung von conjunctl aus conjE und assumption:

ANB [A;B] = A
A

conjk

mit Teilbeweis [A4; B] = A:

assumption
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e Regeln der Aussagenlogik
e Regelanwendung (vorwérts / riickwérts)

e Sichere / unsichere Regeln
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Regelanwendung in Isabelle: Uberblick

Regelanwendung mit:

e rule: Vorwartsschliel3en
e frule: RiickwartsschlieBen — Pramisse bleibt erhalten
e drule: Riickwértsschlielen — Pramisse wird geloscht

e erule: Kombination von rule und drule
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Regelanwendung in Isabelle: rule (1)

Vorwartsschlieffen: apply (rule R)

Gegeben: Regel R: [A;... A, ] = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... B,,| = B
Bedingung: A = B (vorerst: “syntaktisch gleich”)

Neue Beweisziele:
[[Ble]] — Al

warum korrekt?
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Regelanwendung in Isabelle: rule (2)

Regel R: [A1... A = A
mit A = B

Beweisziele:
|B1...B,] = B ~>
Beweisbaum:
Bi...B,,
~~>
B
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[[Ble]] :>A1
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Regelanwendung in Isabelle: frule / drule (1)

Riickwartsschliefen: apply (frule R) bzw. apply (drule R)
Gegeben: Regel R: [A;... A, ] = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... B,,| = B

Bedingung: A1 = B;

Neue Beweisziele:
[B1...B!...B,] = A

[By...B/...B,] = A,
[B1...B!...By, Al = B

hierbei:
e B, bleibt erhalten bei frule
e ; wird geloscht bei drule
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Regelanwendung in Isabelle: frule / drule (2)

Regel R: [A;... A, = A

mit A; = B;
Beweisziele:

[B1...B!...B,] = A
B Bol =B~ g BB = A,

Beweisbaum: (mit B = By...B/...By,,)
B .B,L-...BmaSS B B
Bi...Bn Ay Ay A,
n R
B B A
B
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Regelanwendung in Isabelle: erule

Kombiniertes Vorwérts- / Riickwértsschlieen: apply (erule R)
Gegeben: Regel R: [A;... A, = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... By, = B

Bedingung: A1 = B, und A= B

Neue Beweisziele:
[[Bl ce Bi—ly Bi—i—l e Bm]] — A2

[[Bl ... Bi_1, Bz‘_|_1 e Bm]] — A,

hierbei: B; wird gel6scht wie bei drule
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Verwendung der Regeln (1)

Intro-Regeln eignen sich zur Zerlegung rechts von —.
Anwendung mit rule:

lemma "P =— A N B"
apply (rule conjI)

Ergibt:

1. P — A
2. P — B

Flim-Regeln eignen sich zur Zerlegung links von —.
Anwendung mit erule:

lemma "A N B —> C"
apply (erule conjE)

Ergibt:
1. [A; B] = C
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Verwendung der Regeln (2)

Dest-Regeln beschreiben (evtl. schwéchere) Konsequenzen.

Anwendung mit frule/drule:

constdefs
prime :: "nat = bool"
"prime p ==1<p AN (VN m. mdvdp — m=1V m=p)"
even :: "nmat = bool"

"even n == dk. n =2 * k"
odd :: "mat = bool"
"odd n == — even n"

lemma even_prime_2: "[ prime p; even p | = p = 2"
lemma "[ prime p; 2 < p | = odd p"
apply (simp add: odd_def)
apply (rule notI)
apply (drule even_prime_2)
apply assumption
apply simp
done
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Regelanwendung und Unifikation

Anwendbarkeit: Statt syntaktischer Gleichheit geniigt Unifizierbarkeit
Speziell fiir (rule R):

Gegeben: Regel R: [A;... A, = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... B,,| = B

Bedingung: A und B unifizierbar mit Unifikator o, d.h. ¢(A) = o(B)

Neue Beweisziele:
[[O'(Bl) e O'(Bm)]] — O'(Al)

[0(By)...0(Bu)] = o(A)

Analog fiir (frule R), (drule R), (erule R)
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e Regeln der Aussagenlogik
e Regelanwendung (vorwérts / riickwérts)

e Sichere / unsichere Regeln
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Sichere / unsichere Regeln (1)

Sichere Regel: Ohne Informationsverlust: Beweisbarkeit bleibt erhalten

Bsp.:

lemma "A N B —> P"
apply (erule conjE)

Ergibt:

1. [A; B] = P

Daher: wende sichere Regeln zuerst an

Sichere aussagenlog. Regeln:
conjl, impI, notl, iffI, Truel, refl, classical, conjE, disjE,
FalsE
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Sichere / unsichere Regeln (2)

Unsichere Regel: Mit Informationsverlust: Beweisbarkeit kann verloren gehen

Bsp.:

lemma " A; B; C] = (A AN B) V (C A D)"
apply (rule disjI2)

Ergibt:

1. [A; B; C] = C A D

Daher: wende unsichere Regeln moglichst spét an

Unsichere aussagenlog. Regeln:
disjIl, disjI2, impE, iffD1, iffD2, notE, FalseE, subst
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Sichere / unsichere Regeln (3)

Auch bei sicheren Regeln:
Aufspaltung des Beweisbaums vermeiden (iffE, disjE, conjI)

Vergleiche:
Anwendung von conjE vor disjE, conjI

Anwendung von disjE, conjI vor conjE
bei

lemma "[ A A B; C VD] = AANDVO"
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