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Praktikum Spezifikation und Verifikation

Stefan Berghofer, Martin Strecker
basierend auf Material von Tobias Nipkow

Uberblick; Simplifikations- und Induktionsbeweise
Datentypdefinitionen und primitive Rekursion

Termersetzungsbeweise

. Aussagenlogik; Riickwartsbeweise

Pradikatenlogik; Mengenlehre

. Vorwartsbeweise; induktiv definierte Mengen

. Taktiken
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Teil 1: Uberblick

e Motivation
e Organisatorisches
e Uberblick Isabelle

e Uberblick Isabelle/HOL

e Primitive Rekursion; Beweise mit Induktion und Termersetzung
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Isabelle: Architektur

e ProofGeneral: Arbeitsumgebung, basierend auf (X)Emacs
e [sabelle/HOL: Ausprigung von Isabelle fiir HOL
e [sabelle: Generischer Theorembeweiser

e Standard ML: Implementierungsebene
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Isabelle: Theorien

Theorien sind Zusammenfassungen von Typen, Funktionen, Theoremen, ...

Syntax:

theory MyTh = ImpTh_1 + ... + ImpTh_n:
{Deklarationen, Definitionen, Theoreme, Beweisel}x*
end

e MyTh ist die gerade definierte Theorie (in Datei MyTh.thy)

e die ImpTh_i sind importierte Theorien (Import hierarchisch)

Im folgenden meistens ausreichend:

theory MyTh = Main:
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ProofGeneral

Erweiterung zu XEmacs:
e Editierkommandos wie in Emacs (Info: C-h 1)

e Erweitert um X-Symbol (insbes. mathematische Symbole)

Aufbau:
e Arbeits-Buffer: *.thy

o Ausgabe-Buffer: xisabelle/isar-goals*, —trace*, -responsex

Navigation:
e liber Menu

e per Tastenkombination (Key-Bindings siehe C-h m)
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e Motivation

e Organisatorisches
e Uberblick Isabelle

e Uberblick Isabelle/HOL

e Primitive Rekursion; Beweise mit Induktion und Termersetzung

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Isabelle/HOL

HOL = Higher Order Logic, bestehend aus:

e Funktionaler Programmiersprache
e Priadikatenlogik: 3 n. 0 < n

e “hoherer Ordnung”: erlaubt Quantifizierung iiber Funktionen:
V f. f x =X
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Isabelle/HOL: Formeln (1)

Syntax: in abnehmender Bindungsstérke:

form := (form)
form = form
— form
form A form | form V form | form — form
V x. form | dx. form
Skopus:
“Weitestmoglich nach rechts” (bis zur néchsten schlieenden Klammer)
Bsp.:
e ~AANBVC = (4 ANB) VC
° =B ANC = (A=B) NC

oV x.F x N Gx =VY x. (F x N G x)

oV x. dy.G xy NFx =V x. (3 y.Gx y N Fx)
%V x. (3 y. Gxy) A Fx (zumindest syntaktisch!)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Isabelle/HOL: Formeln (2)

Abkiirzungen:

V x. V y. F x yentspricht V x y. F x y, ebenso fiir 3, X,
Uberdeckung duBerer Bindungen durch innere Bindungen:

Vxy. (V x. Fxy) NGxy =V x9gy.(WV x1. Fx15) NGXxoy

Assoziativitat:

e A und Vv und — sind rechts-assoziativ.
Insbesondere: 4 — B — ¢ =4 — (B — C) # (A — B) — C

e = ist links-assoziativ
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Isabelle/HOL: Formeln (3)

Fingabe in ProofGeneral

e iiber Menu X-Symbol

e (meistens) entsprechend der LaTeX-Syntax, =z.B.: \<forall> bzw.
\<exists>

e als /\ bzw. \/

ASCII-Schreibweise:

XSymbol v 3 A = ALV | —
ASCII \<forall> | \<exists> | \<lambda> | \<not> | /\ | \/ | =—> | =>
ASCII(alt) | ALL EX A ~ & | -—> | =
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Isabelle/HOL: Typen

Syntax:
T o= (1)
bool | nat  “Vordefinierte” Basistypen
'a | b Typvariablen
T =T Funktionstyp (entspr. —> in ML)
TXT Paar-Typ (altern. x*)
T list Listen-Typ
benutzerdefinierte Typen
Abkiirzungen:
[T1, T2] = T3 = T1T = T2 = T3 = T1T = (T2 = T3)
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Isabelle/HOL: Terme (1)

Syntax:
term = (term)
c | v Konstante bzw. Variable
term term Funktionsanwendung
A X. term Abstraktion (fn x => term in ML)
Bsp.: f (g x)y h (A x. £ (g x))

Assoziativitiat: £ a1 a2 a3 = (((f a_1) a_2) a_3)

Syntaktischer Zucker:

e [nfix: Vordefiniert z.B. +, -, *, ...
binden schwécher als Prifix: (f x) + y = fx+y Z£f (x + y)

e Mixfix: Audriicke der Art T" + x :: T statt deriv(G, =x, T)
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Isabelle/HOL: Terme (2)

M-Kalkiil in 3 Zeilen:

e Abstraktion:
Azx.t|x| ist anonyme Funktion mit formalem Parameter z und Rumpf ¢|x]

e fFunktionsanwendung:
f a entspricht Aufruf von f mit Argument a

e Berechnung:

Ersetzen des formalen durch aktuellen Parameter (3-Kontraktion):
(Ax.t[z]) a —p ta]

Bsp.: Axz.2+5)3 —p3 (3+5)
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Isabelle/HOL: Terme (3)

Curry: ja oder nein?

® ja: f a_l a_2 a_3

— Funktion mit drei Argumenten
— Typ: £ : [A_1, A_.2, A_3] = T, d.h. £ :

ALl = A2 = A3 =T

— Partielle Anwendung leicht, z.B. f a_1 a2 : 4.3 = T

— Bevorzugen, wenn moglich

e nein: £ (a_1, a.2, a_3)

— Funktion mit eilnem Argument: (a_1, a_2,

— Typ: £ : (A_1 x A2 X A.3) = T

— Partielle Anwendung umsténdlich, z.B.
(AN x. £ (a_1, a.2, x)) : A_3 =T

— Moglichst vermeiden
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Isabelle/HOL: Basistypen (1)

bool: Typ der Aussagen / Formeln:

True :: bool

False :: bool

op N :: [bool, bool] = bool

A1l :: (’a = bool) = bool, Wwobel A11 (X x. P x)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Isabelle/HOL: Basistypen (2)

nat: Typ der natiirlichen Zahlen:

O :: nat

Suc :: nat = nat

+, %, ... :: [nat, nat] = nat

! Zahlsymbole und Operatoren sind {iberladen:
1 :: ’a, (op +) :: ’a = ’a = ’a

Daher mit Typen annotieren: 1 :: nat, 1 :: int

... soweit nicht aus Kontext klar: Suc 1

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Motivation

e Organisatorisches

e Uberblick Isabelle
e Uberblick Isabelle/HOL

e Primitive Rekursion; Beweise mit Induktion und Termersetzung
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Funktions-Definitionen: Uberblick

Allgemein: Alle in Isabelle/HOL definierbaren Funktionen sind terminierend.

Denn: Was geschidhe, wenn f 3 und ¢ 5 nicht terminieren:

o Gilt f3=¢g577

e Wasisth (f 3) firh x = x +2 77
Gilt dies auch fiirn x = 1 77

Definitionsschematas:

e Nicht-rekursiv mit defs
e Primitiv-rekursiv mit primrec

e Wohlfundiert mit recdef (~ spéter!)
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Funktionsdefinitionen

bestehend aus ...

Deklaration:

consts

plus2 :: '"nat => nat"

Definition:

defs
plus2_def: "plus2 n == n + 2"

Kiirzer:

constdefs
plus3 :: '"nat => nat"

"plus3 n == n + 3"

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Funktionsdefinitionen: Primitiv rekursiv

Erweitert Schema der prim. Rek. iiber nat aus der Rekursionstheorie
Basis: Induktiver Datentyp, z.B.

datatype ’a list =

Nll (Il [] Il)
| Cons ’a "’a list" (infixr "#" 65)
Deklaration:
consts
app :: "’a list => ’a list => ’a list"

Definition: Eine Gleichung pro Konstruktor:

primrec
"app [] ys = ys"
"app (x#xs) ys = x#(app xs ys)"

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Beweise (1)

Allgemeines Schema

lemma "..."

{apply (...)}x
done

Varianten:

e Statt 1emma auch theorem

e F'iir spitere Referenz: Benennung des Lemmas

Bsp.:

lemma app_assoc: "app (app xs ys) zs = app xs (app ys zs)"
apply (induct xs)
apply auto

done
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Beweise (2)

Abkiirzung bei einfachen Kommandos:

lemma "app (app xs ys) zs = app xs (app ys zs)"
by (simp add: app_assoc)

Abbrechen von Bewelsen:

e sorry: Aussage wird in Lemmabasis eingefiigt.

Nur im “Quick-and-dirty”-Modus

e oops: Aussage nicht als Lemma verwendbar.

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Elementare Beweiskommandos (1)

simp
e Format: simp
o Effekt: Reduziert akt. Beweisziel mit Gleichungen aus Simpset
e LFrweiterung: (simp add: rulel rule2 ..):
Fiigt zusatzlich rule?, rule2 zum Simpset hinzu
auto
e Format: auto

e Effekt: simp und pradikatenlogische Beweise und ...
Wirkt auf alle Beweisziele

e rweiterung: (auto simp add: rulel rule2 ..)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

22



Elementare Beweiskommandos (2)

induct
e Format: (induct v), wobei v freie Variable induktiven Typs im akt. Beweisziel

e Effekt: Erzeugt je ein neues Beweisziel pro Konstruktor

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Teil 2: Datentypdefinitionen und primitive Rekursion

e Isabelle’s Meta-Logik
e Datentypdefinitionen
e Primitive Rekursion: mehr Details

e Vordefinierte Typen und Terme

Im Tutorial: Bis Ende Kap. 2

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Isabelle’s Meta-Logik

... erlaubt die Codierung von Objekt-Logiken, u.a. Isabelle/HOL.

... scheint durch bei Theoremen/Lemmas bzw. Beweiszustinden:
A x1 ...xn. [A1; ... ; An] — B
“Unter Pramissen 4_1 ... A_n zeige Beweisziel B”

Aussagen der Meta-Logik werden gebildet durch:

e — Implikation (ASCII: ==>)
e A\ All-Quantor (ASCII: !!)

e = Gleichheit (ASCII: ==)

Abkiirzung: [ P_1; ... ; Pn ] = P
statt .1 — (... — (P_n — P))

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Isabelle’s Meta-Logik
e Datentypdefinitionen
e Primitive Rekursion: mehr Details

e Vordefinierte Typen und Terme

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Datentyp-Deklarationen und -Definitionen

Datentyp-Deklarationen mit typedecl, z.B.:

typedecl varname

“Es gibt einen Typ varname, aber seine interne Struktur ist unwichtig”

Datentyp-Definitionen durch eine der folgenden:

e types: Einfiihren eines Typnamens
e datatype: Konstruktor-generierte Typen

e typedef: Typen aus Mengen (~ spiter!)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Datentypdefinitionen mit types (1)

Mit types wird ein Typname eingefiihrt:

types nat_varname = nat
types nat_pair = "nat X nat"

types (’a, ’b) list_pair = "’a list X ’b list"

!Syntax: Komplexe Ausdriicke in Hochkommal

Durch types

e wird nur eine Abkiirzung eingefiihrt

e ... die von Isabelle intern expandiert wird
(Unterschied zu defs auf Termebene!)

e Konsequenz 1: Typnamen in Fehlermeldungen etc. nicht mehr vorhanden
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Datentypdefinitionen mit types (2)

Konsequenz 2: Strukturelle Typgleichheit

Vergleiche:
types nat_triple = "nat X nat X nat"

term "(1, (2, 3)) :: nat_triple"
term "(1, ((2, 3)::nat_pair)) :: nat_triple"

Ausgabe in beiden Féallen: "(1, 2, 3)" :: '"nat X nat X nat"

Jedoch:

typedecl varname2

term "(x::varname) = (y::varname)" ergibt "x = y"

term "(x::varname) = (y::varname2)"  ergibt Fehler!

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Datentypdefinitionen mit datatype (1)

Beispiel Listen:

datatype ’a list =

Nll (u [] n)
| Cons ’a "’a list" (infixr "#" 65)
Insbesondere:
® Nil :: ’a 1list
e Wenn x :: ’a und xs :: ’a list, dann auch Cons x xs :: ’a list

e Listen konnen nur mit vil und Cons gebildet werden

Schreibweise:
[] statt Nil; x#xs statt Cons x xs
[al,a2,a3] statt Cons al (Cons a2 (Cons a3 Nil))

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Datentypdefinitionen mit datatype (2)

Allgemein:

datatype (Ozl...Oén) T = Cl T1,1---T1,ng
|
|

Fiir die Konstruktoren C; gilt:

e Typisierung: C; :: [Ti,l .. Tznz] = (a1...0p) T

o Disjunktheit: fiir i # j ist C; # C,
Also: Nil # Cons x xs

o Injektivitat: Cs x1...2p, =Ci Y1...Yn, — T1 = Y1 N ... N T, = Yn,
Also: Cons x xs = Cons y ys — x =y N X8 = ys

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Datentypdefinitionen mit datatype (3)

Einschrinkungen: (werden von Isabelle iiberpriift!)
Typdefinition mufl produktiv sein. Gegenbsp.:

datatype emptytp = E emptytp
Also: Elemente von emptytp haben die Form E (E (E ...))
aber womit anfangen??

Zu konstruierender Typ darf nur strikt positiv vorkommen. Gegenbsp.:

datatype cantor = N | C "cantor = bool"

Problem:

Angenommen, cantor hat A Elemente.
cantor = bool hat dann 24 Elemente.
Dann kann ¢ :: (cantor = bool) = cantor nicht injektiv sein.

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Isabelle’s Meta-Logik
e Datentypdefinitionen
e Primitive Rekursion: mehr Details

e Vordefinierte Typen und Terme

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Primitiv-rekursive Definitionen (1)

Zu definieren sei Fkt. f ::[m...7...Tn] = 7
wobeil 7; ein Datentyp ist.

Schema der primitiven Rekursion:

f 1131...(01 yl,l...yl,nl)...xp = M

f le(Ck yk,l---yk,nk)---xp = Tr

Hierbei

e sind die C; die Konstruktoren von 7, und z;,...,y;,1... Variablen

e miissen in den r; Aufrufe von f strukturell kleiner werden,
d.h. nur von der Form f ay...y;;...ap sein

e ist normalerweise p = m,
aber auch p < m (partielle Applikation) oder p > m (Funktionstypen)
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Primitiv-rekursive Definitionen (2)

e Die gewihlte Argumentposition mufl bei jedem rek. Aufruf strukturell kleiner
werden. Nicht:

"foo (Suc n) = ... foo (n - 3) ..."
e Nicht mehrere oder verschachtelte Pattern:

"bar (Suc n) (Suc (Suc m)) =
if ... then (bar n (m+5)) else (bar (n+3) m)"

~» wohlfundierte Rekursion mit recdef

e Hochstens eine Gleichung pro Konstruktor.
Jedoch: Konstruktorgleichung fiir ein C; darf fehlen. Entspricht:

fxi...(Cjyj1-- Yjn,) - xp = arbitrary

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Bemerkungen zu Definitionen

... sowohl fiir defs als auch fiir primrec:

e Keine freien Variablen auf der rechten Seite:
Inkorrekt:
leq10_def: "leqlO n == n + d = 10"
Korrekt mit Quantoren:
leql0_def: "leqlO n == 4 d. n + d = 10"

e Logisch gleichwertig:
fxy== X+y+2und
fx=Ay.x+y+2

Jedoch: Kleiner operationeller Unterschied bei Simplifikation,
z.B. £ 2

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Isabelle’s Meta-Logik
e Datentypdefinitionen
e Primitive Rekursion: mehr Details

e Vordefinierte Typen und Terme

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Datentyp option

emuliert partielle Funktionen:
datatype ’a option = None | Some ’a
Interpretation:

e None: undefiniertes Ergebnis

e Some e: definiertes Ergebnis e

Beispiel: Suchen in Assoziationsliste

consts

lookup :: "[’k, (’k X ’v) list] = ’v option"
primrec

"lookup k [] = None"

"lookup k (x#xs) =

(if (fst x) = k then Some (snd x) else lookup k xs)"

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

38



Fallunterscheidungen

Fiir jeden Datentyp gibt es ein case-Konstrukt.

z.B. fiir Listen:

"case t of
[] = t1

| x # xs = t2"

Allgemein: Ein Pattern pro Konstruktor
Speziell: case fiir bool:

if b then t1 else t2, Wobel b :: bool und t1, t2 ::

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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let

fithrt lokale Abkiirzung ein:

"(let x1 = t1;
x2 = t2;
x3 = t3

in (f x1 x2 x3))"

Ist logisch dquivalent zu

"(A x1 x2 x3. (f x1 x2 x3)) t1 t2 t3"

Es gelten die iiblichen Regeln (Sichtbarkeit/Uberdeckung) fiir
Variablen-Bindungen

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Teil 3: Termersetzungsbeweise

e Termersetzung: Grundlagen
e Einfache Gleichungen
e Bedingte Gleichungen
e Fallunterscheidungen

e Induktionsbeweise

Im Tutorial: Kap. 3.1, 3.2

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Termersetzung: Grundlagen (1)

Grundlage: Gleichungen [ = r
Langweilig: Ersetzung syntaktisch gleicher Terme:

Wenn a +b=>5,dann f (a+b)=fb
(a, b konstant)

Interessanter: Ersetzung unter Variablenbelegung:

Sei a + x = x fiir beliebiges x (a konstant, x Variable)
Dann auch a 4+ b = b (Substitution o = (x +— b))
Also f (a+b)=f b

Allgemein:
e [ = r ist anwendbar in Term t[s], wenn Substitution o existiert mit () = s

e Ergebnis: Term t[o(r)]

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Termersetzung: Grundlagen (2)

Beispiel: Gegeben: Gleichungen
e (1):04+n=n

e (2): (Sucm)+n= Suc (m+n)

e (3): (Sucm < Sucn)=(m<n)

o (4): (0<m)="True

Ableitung:

0+ Suc0 < Suc0+x (1) mit ¢ = (n — Swuc 0)
Suc0 < SucO0+=x (2) mit 0 = (m+— 0,n — x)
Suc0 < Suc(0+2x) (3) mito=(m+—0,n— (0+x))

0 < 0+« (4) mit 0 = (m — x)

True

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Termersetzung: Grundlagen (3)

Instantiierung erfolgt nur in der Gleichung (Matching),
nicht auch im zu ersetzenden Term (Unifikation)

Bsp.: Gleichung: 0 4+n =n
Giiltiger Termersetzungsschritt:

0+3~3

mit Instantiierung o = (n +— 3)
Kein giiltiger Termersetzungsschritt:

(m+3)+ (2*xm)~ 3+ (2x0)
mit Unifikator 0 = (n +— 3, m +— 0)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Variablen in Isabelle (1)

Drei Arten von Variablen:

e gebundene: V x. x = x. In ProofGeneral: griin
e freie: x = x. In ProofGeneral: blau

e schematische: 7x = ?x. In ProofGeneral: blau

Koénnen gemischt in einem Term vorkommen: Vb. £ ?7a y = b

Intuition:

e Ireie Variablen ~ universelle Variablen fiir aktuellen Beweis
daher unverdanderlich

e Schematische Variablen =~ existentielle Variablen fiir aktuellen Beweis
Konnen wahrend eines Beweises instantiiert werden

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Variablen in Isabelle (2)

Nach Abschlufl eines Beweises:

done wandelt freie in schematische Variablen um
(erlaubt Instantiierung in spéiteren Beweisen!)

lemma zero_Suc: "0 < Suc n"
apply auto
done

Resultat: lemma zero_Suc: 0 < Suc 7n

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Termersetzung: Grundlagen
e Einfache Gleichungen
e Bedingte Gleichungen
e Fallunterscheidungen

e Induktionsbeweise

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Simplifikation mit einfachen Gleichungen

Schema:
Gegeben: Gleichungen eq_1 : 1_1 =r_1 eq_n : 1_n = r_n
Beweisziel: [ P_1 ... P.m | = C
Simplifikation
e in~P 1 ... PmundcC
unter Verwendung von eq_1 ... eq_n und der Gleichungen in P_1 ...
apply (simp add: eq_1 eq_2 ... eq_n)
e nur in C:
apply (simp (no_asm_simp) add: eq_1 eq_2 ... eq_n)
e ohne Verwendung der Gleichungen in P_1 ... P_m:
apply (simp (no_asm_use) add: eq_1 eq_2 ... eq_n)

e Annahmen vollstdndig ignorieren:
apply (simp (no_asm) add: eq_1 eq_2 ... eq_n)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Simpsets (1)

Sammlung von Termersetzungsregeln, die von simp verwendet werden.

Besteht aus:

e Simpsets der importierten Theorien
e Regeln, die von datatype, primrec etc. generiert werden

e Explizit vom Benutzer hinzugefiigten Regeln

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Simpsets (2)

Verdnderung des Simpset

e /okal fiir diesen Befehl
in Taktiken wie simp oder auto:
Hinzufiigen: apply (simp add: eq_1)
Loschen: apply (auto simp del: eq_1)
Nur die erwdhnten Gleichungen: apply (simp only: eq_1)

e global fiir alle folgenden Befehle als Attribut von lemma:

lemma eq_1 [simp]: " ... "

e global als Deklaration:

Hinzufiigen: declare eq_1 [simp add]
Loschen: declare eq_1 [simp del]

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Simplifikation: Beschrankungen

Instantiierung;:
Nicht alle passenden Instantiierungen werden erkannt (HO Unif.!)

lemma "V hx. fx (hx) =c — fab-=<c"

Terminierung;:

Nicht-Terminierung i.a. prinzipiell nicht erkennbar.
Isabelle orientiert Regeln, wo offensichtlich:

lemma "a =fa — f (f a) = a"
by simp

Im allgemeinen jedoch in der Verantwortung des Benutzers:

lemma "[ fa=fb; fb=fa] = (fa)= c"
Problem bei (simp (no_asm_simp))
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Regeln aus Definitionen (1)

Simplifikationsregeln aus nicht-rekursiven Definitionen

constdefs
f :: "[nat, nat] = nat"
"fmn==m+n + 3"

thm f_def

ergibt: f ?m ?n = ?m + ?n + 3
Beachte:

e f_def nicht automatisch im Simpset
e Daher: Expansion explizit mit (simp add: f_def)
e Alle Argumente erforderlich: vergl. £ 2 3 und f 2

e Abhilfe: Definition der Form fm == A n. m +n + 3
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Regeln aus Definitionen (2)

Simplifikationsregeln aus Definitionen mit primrec

thm rev.simps

ergibt:

rev [] = []

rev (?x # 7?xs) = rev 7xs 0 [7x]

Beachte:

e Regeln automatisch im Simpset

e Ausschalten mit (simp del: rev.simps)
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Tracing

Nachvollziehen der Simplifikationsschritte

Einschalten mit:

ML {* set trace_simp *}

Ausschalten mit:

ML {* reset trace_simp *}

Die Ausgabe erscheint im ProofGeneral-Buffer *isabelle/isar - reponsex*

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Anzeigen verfiigbarer Regeln

Gesamtes Simpset: iiber Menu:
[sabelle/Isar — Help — Show me — simplifier rules

Spezielle Regeln zu einem Funktionssymbol:

Menu-Button “Find” oder C-c C-f
! Eingabe von Infix-Symbolen z.B. "xs @ ys"

Spezielles Theorem: z.B. thm append_assoc
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e Termersetzung: Grundlagen
e Einfache Gleichungen
e Bedingte Gleichungen
e Fallunterscheidungen

e Induktionsbeweise
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Simplifikation mit bedingten Gleichungen (1)

Bedingte Gleichungen haben die Form [P, ... P, =1l =7

Die bedingte Gleichung ist anwendbar auf Term t|s], wenn

e [ = r auf t[s| anwendbar ist mit Substitution o

e 0(P)...0(P,) beweisbar sind

Bsp.:
lemma "[ V x. ((f x) =a) — (gx) =b; (fc)=a] = gc=>b"
by simp
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Simplifikation mit bedingten Gleichungen (2)

Simplifikation wird rekursiv auf Pramissen angewandt.

Gefahr der Nicht-Termininierung:

lemma Suc_less: "Suc n <m —> n < m"
by simp

lemma "Suc n < Suc m"

apply (simp add: Suc_less) terminiert nicht
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Preprocessing

Aussagen konnen z.T. vollstdndig durch Simplifier bewiesen werden:

lemma " - A ANB; AV C] = C"
by simp

(i.a. jedoch: Beweise in Aussagen-/ Pridikatenlogik, ndchste Stunde!)

Vorverarbeitung:
A ~ A=True
-A ~ A= False
A—B ~ A=B1H
ANB ~ AB zwel Regeln
Ve Alz] ~  Al?x]

Dann Verwendung von Regeln wie P A True = P und FalseV Q) = @)
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Geordnete Termersetzung

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

60



Einmalige Termersetzung: subst

simp kann

e fehlschlagen bei geordneter Termersetzung in falscher Richtung:

z.B. Anwendung von m * n = n * m auf Ziel (a::nat) * b = ¢
e nicht terminieren, z.B. Anwendung von 1fp_unfold:

mono f — 1lfp f = f (1fp f)

Einmaliger Termersetzungsschritt:

lemma "mono h =—> 1fp h = xxx"
apply (subst 1fp_unfold)

1. mono h ——> mono h
2. mono h = h (1fp h) = xxx
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Manipulation des Beweiszustands

Unter-Beweisziele verzogern / vorziehen:

e defer macht aktuelles Beweisziel zum letzten Beweisziel

e prefer n macht Beweisziel n zum aktuellen
Anzeigen von Typen und Sorten:

e Problem: Manche Aussagen nur fiir bestimmte Typen giiltig

e Bsp.: Vergleiche (a + b) + c =a + (b + ¢)
und ((a::nat) +b) + c =a + (b + ¢)

e Anzeige (de-)aktivieren:
im Menu Isabelle/Isar - Settings - Show Types bzw. Show Sorts
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Einfligen lokaler Lemmas

Manche Aussagen sind nur iiber Umwege zu beweisen
(vergl. “kritische Paare” bei Reduktionssystemen)

subgoal_tac (Schnittregel):

e fiihrt lokales Lemma L als Pramisse ein

e crzeugt L als neues Beweisziel

lemma "[V xyz. f (fxy) z=
—> fa(fb (g (fab))=n"
apply (subgoal_tac "n = f (f a

apply simp — original goal
apply simp — new subgoal
done
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e Termersetzung: Grundlagen
e Einfache Gleichungen
e Bedingte Gleichungen
e Fallunterscheidungen

e Induktionsbeweise
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Fallunterscheidungen (1)

mit split
Fiir if: Unterscheidung nach der Bedingung

Bsp.:
lemma "(A A B) = (if A then B else False)"
apply (split split_if)

ergibt: (A — (4 A B) =B) AN (= A — (A A B) = False)
split_if wird von Simplifier standardméflig angewandt.

Split in Pramissen: mit split_if_asm
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Fallunterscheidungen (2)

Allgemein: Jeder Datentyp t hat Split-Regeln t.split und t.split_asm

P (nat_case f1 f2 x) = ((x =0 — P f1) N (VYnat. x = Suc nat — P (f2 nat)))

Bsp.: Vorgangerfunktion:

constdefs
pred :: "mat = nat"
Hpred n == (Case n of 0 — 0 I Suc n’ = n))”

lemma "pred n < n"

by (simp add: pred_def split add: nat.split)
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e Termersetzung: Grundlagen
e Einfache Gleichungen
e Bedingte Gleichungen
e Fallunterscheidungen

e Induktionsbeweise
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Induktionsbeweise (1)

Gegeben: rev mit Accumulator:

consts

rev_acc :: "[’a 1list, ’a list]
primrec

"rev_acc [] ys = ys"

= ’a list"

"rev_acc (x#xs) ys = (rev_acc xs (x#ys))"

Zeige:
lemma "rev_acc xs [] = rev xs"
apply (induct xs)

apply simp — base case
apply simp — step case
Ergibt:

1. Aa list. rev_acc list [] =

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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rev list @ [a]
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Induktionsbeweise (2)

Problem: Pramisse nicht anwendbar.

Zweiter Versuch: Verallgemeinerung

lemma "rev_acc xs ys = (rev xs) @ ys"
apply (induct xs)

apply simp — base case
apply simp — step case
Ergibt:

1. Aa list.

rev_acc list ys = rev list @ ys —>
rev_acc list (a # ys) = rev list @ a # ys
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Induktionsbeweise (3)

Problem: Festes ys. Daher: All-Quantifizierung:

lemma rev_acc_rev: "V ys. rev_acc xs ys = (rev xs) @ ys"
apply (induct xs)

apply simp — base case

apply (intro strip)

apply (simp (no_asm_use))

apply simp — step case
done

Damit urspriinglicher Beweis:

lemma "rev_acc xs [] = rev xs"

by (simp add: rev_acc_rev)
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Erzeugen des Regelformats
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Teil 4: Logik

e Regeln der Aussagenlogik
e Regelanwendung (vorwérts / riickwérts)

e Sichere / unsichere Regeln

Im Tutorial: Kap. 5
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HOL - die Logik

Klassische Pradikatenlogik mit folgenden Besonderheiten:

e Hoherer Ordnung (HOL):
Quantifizierung iiber Funktionen/Priadikate: 3f. Vo.f x =«

e Formeln vom Typ bool:
Gleichheit (=) und Aquivalenz (<) werden gleichgesetzt

e Auswahloperator:

ex.P x (ASCII: SOME x.P x) bedeutet: Ein x, das P erfiillt.
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Regeln des Natiirlichen SchlieBens

Notation:
A A,
Statt R: [A;...A,] = A schreibe: A

R

Erlaubt nachvollziehbare Darstellung von Ableitungen,
z.B. von [ANB;C] = AN (C'V D)

AANB

disjI1l
conjl

conjunctl

AN (CV D)
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Regeln der Aussagenlogik

Einfiihrungsregeln (/ntro):

conjl
ANDB

disjI1
AV B AV B

disjI2

impl

A— B

A—B B—A
A=B

A — False
- A

Truel

1iffI

notl

True

t::trefl
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Beseitigungsregeln (Elim):
ANB [A;B] =C

conjk
C
AVB A=—C BzﬁCd..
isjE
C
A—B A B=—C(C.
impE
C
A=B A=B |,
11— B 1f£fD1 B — A 1ffD2
A'C;ulnotE
Faése FalseE
s=t P(s
subst




Aussagenlogik: Weitere Regeln (1)

A...A. .. A,
Strukturell: A

assumption

Weitere Regeln (z.T. abgeleitet):
ANB ANB

conjunctl

conjunct?2

A— B flmp
B

-A=— A , —A = Flalse
classical ccontr

A A

S:tsym r—=3s S:ttrans
t=s r==t
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Aussagenlogik: Weitere Regeln (2)

Beachte: Préamissen der Form |[...] = C' entsprechen Teilbeweisen

Ableitung von conjunctl aus conjE und assumption:

ANB [A;B] = A
A

conjk

mit Teilbeweis [A4; B] = A:

assumption
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e Regeln der Aussagenlogik
e Regelanwendung (vorwérts / riickwérts)

e Sichere / unsichere Regeln

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Regelanwendung in Isabelle: Uberblick

Regelanwendung mit:

e rule: Vorwartsschliel3en
e frule: RiickwartsschlieBen — Pramisse bleibt erhalten
e drule: Riickwértsschlielen — Pramisse wird geloscht

e erule: Kombination von rule und drule

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Regelanwendung in Isabelle: rule (1)

Vorwartsschlieffen: apply (rule R)

Gegeben: Regel R: [A;... A, ] = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... B,,| = B
Bedingung: A = B (vorerst: “syntaktisch gleich”)

Neue Beweisziele:
[[Ble]] — Al

warum korrekt?
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Regelanwendung in Isabelle: rule (2)

Regel R: [A1... A = A
mit A = B

Beweisziele:
|B1...B,] = B ~>
Beweisbaum:
Bi...B,,
~~>
B

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

[[Ble]] :>A1
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Regelanwendung in Isabelle: frule / drule (1)

Riickwartsschliefen: apply (frule R) bzw. apply (drule R)
Gegeben: Regel R: [A;... A, ] = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... B,,| = B

Bedingung: A1 = B;

Neue Beweisziele:
[B1...B!...B,] = A

[By...B/...B,] = A,
[B1...B!...By, Al = B

hierbei:
e B, bleibt erhalten bei frule
e ; wird geloscht bei drule
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Regelanwendung in Isabelle: frule / drule (2)

Regel R: [A;... A, = A

mit A; = B;
Beweisziele:

[B1...B!...B,] = A
B Bol =B~ g BB = A,

Beweisbaum: (mit B = By...B/...By,,)
B .B,L-...BmaSS B B
Bi...Bn Ay Ay A,
n R
B B A
B
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Regelanwendung in Isabelle: erule

Kombiniertes Vorwérts- / Riickwértsschlieen: apply (erule R)
Gegeben: Regel R: [A;... A, = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... By, = B

Bedingung: A1 = B, und A= B

Neue Beweisziele:
[[Bl ce Bi—ly Bi—i—l e Bm]] — A2

[[Bl ... Bi_1, Bz‘_|_1 e Bm]] — A,

hierbei: B; wird gel6scht wie bei drule
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Verwendung der Regeln (1)

Intro-Regeln eignen sich zur Zerlegung rechts von —.
Anwendung mit rule:

lemma "P =— A N B"
apply (rule conjI)

Ergibt:

1. P — A
2. P — B

Flim-Regeln eignen sich zur Zerlegung links von —.
Anwendung mit erule:

lemma "A N B —> C"
apply (erule conjE)

Ergibt:
1. [A; B] = C
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Verwendung der Regeln (2)

Dest-Regeln beschreiben (evtl. schwéchere) Konsequenzen.

Anwendung mit frule/drule:

constdefs
prime :: "nat = bool"
"prime p ==1<p AN (VN m. mdvdp — m=1V m=p)"
even :: "nmat = bool"

"even n == dk. n =2 * k"
odd :: "mat = bool"
"odd n == — even n"

lemma even_prime_2: "[ prime p; even p | = p = 2"
lemma "[ prime p; 2 < p | = odd p"
apply (simp add: odd_def)
apply (rule notI)
apply (drule even_prime_2)
apply assumption
apply simp
done
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Regelanwendung und Unifikation

Anwendbarkeit: Statt syntaktischer Gleichheit geniigt Unifizierbarkeit
Speziell fiir (rule R):

Gegeben: Regel R: [A;... A, = A

Aktuelles Beweisziel: |B; ... B,,| = B

Bedingung: A und B unifizierbar mit Unifikator o, d.h. ¢(A) = o(B)

Neue Beweisziele:
[[O'(Bl) e O'(Bm)]] — O'(Al)

[0(By)...0(Bu)] = o(A)

Analog fiir (frule R), (drule R), (erule R)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

87



e Regeln der Aussagenlogik
e Regelanwendung (vorwérts / riickwérts)

e Sichere / unsichere Regeln
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Sichere / unsichere Regeln (1)

Sichere Regel: Ohne Informationsverlust: Beweisbarkeit bleibt erhalten

Bsp.:

lemma "A N B —> P"
apply (erule conjE)

Ergibt:

1. [A; B] = P

Daher: wende sichere Regeln zuerst an

Sichere aussagenlog. Regeln:
conjl, impI, notl, iffI, Truel, refl, classical, conjE, disjE,
FalsE
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Sichere / unsichere Regeln (2)

Unsichere Regel: Mit Informationsverlust: Beweisbarkeit kann verloren gehen

Bsp.:

lemma " A; B; C] = (A AN B) V (C A D)"
apply (rule disjI2)

Ergibt:

1. [A; B; C] = C A D

Daher: wende unsichere Regeln moglichst spét an

Unsichere aussagenlog. Regeln:
disjIl, disjI2, impE, iffD1, iffD2, notE, FalseE, subst
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Sichere / unsichere Regeln (3)

Auch bei sicheren Regeln:
Aufspaltung des Beweisbaums vermeiden (iffE, disjE, conjI)

Vergleiche:
Anwendung von conjE vor disjE, conjI

Anwendung von disjE, conjI vor conjE
bei

lemma "[ A A B; C VD] = AANDVO"
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Teil 5: Pradikatenlogik

e Regeln der Priadikatenlogik
e Regelverdnderung

e Regelkombination (Tacticals) und Beweissuche

e Mengen in HOL
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Regelformat mit Parametern (1)

Format von Regeln / Beweiszielen: A x; ... x, . [ P; .

Die Parameter x; .

. x, entsprechen lokalen Konstanten.

Umbenennung mit apply (rename_tac yi ... yi)

erglbt/\ X1 «-.-¥y1 ...

v . [ P1’ ... Pp’ | = P’

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

. Py ] = P

93



Regelformat mit Parametern (2)

Skopus von Variablen / Parametern:
Variablen: Quantoren der Objektlogik maximal bis zum nachsten —

Parameter: Auch {iber = hinweg.

Also:
Nxyz.[Vy.Py —Qzy; Qxy] =— 3 z.Qzy

entspricht
N x1y12z1 . [ (VY y2. Pys — Qz1 y2); Q@x1y1] = 3 z2. @ z2 y1

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Regeln der Pradikatenlogik

Einfiihrungsregeln (Intro):

Nz. Px
Ve. P x

alll

P 7x .
dx. P x

x1

Beachte:

Beseitigungsregeln (Elim):
Ve. P x

spec

P 7t P
0

V. P x P.:l::>Ra11E
R

dr. Px Ax. Pr=— R
R exE

e alll und exE fithren neue Parameter ein, dabei evtl. Umbenennung

e Codiert Variablenbedingung des Natiirlichen Schlieflens

e Andernfalls: Falsche Schliisse der Art:

Ne. Pr—=—=Px ~ ANx. Pr=Vx. Px ~ dJx. Px=—=Vx. Px
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Exkurs: Termgleichheit und Unifikation (1)

(leichheit wird interpretiert:

e modulo a: Umbenennung gebundener Variablen

lemma "(\ x. x +5) = (Ay. y+5)"
by (rule refl)

e modulo 3: Berechnung im A-Kalkiil

lemma "(\ x. x+5) = (AN zx. x+2z)5"
by (rule refl)

e modulo 7: Schwache Form der Extensionalitéat

lemma "(\ x. f x) = f"
by (rule refl)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

96



Exkurs: Termgleichheit und Unifikation (2)

Unifikation: Bestimmen von Losungen fiir schematische Variablen, so daf
Terme gleich werden.

... jedoch nicht beliebige Losungen. Verhindern:

refl refl
A ?x:yalll /\y'y:yalll
Vy. Tx =y P ’x . Vy. y =1y Py _
conjl ~ conjl
Vy. 7c =y) AP 7z VMy.y=y) NPy
exl exl
Jz. (Vy. x =y) NP x Jr. (Vy. x =y) NP x

Fazit: Schematische Variablen nur mit Konstanten/ freien Variablen 16sen,

nicht mit Parametern!
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Exkurs: Termgleichheit und Unifikation (3)

Schematische Variablen konnen legal von Parametern abhéngen: 7z p1...py,

Intuitiv:
“Losung von 7x py...p, = t ist moglich,
wenn t nur Parameter aus {p; ...p,} enthalt”

Formal:
?x ist Funktion, angewandt auf py...p,

Losung ist Funktion 7z := Ap1...py,. t

~» Unifikation hoherer Ordnung, jedoch gutmiitiges Fragment
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Anpassen von Parameterkontexten

Einige Schritte im Beweis von ...

lemma "V x. 4 y. x = y"
apply (rule alll)
apply (rule exI)

1. Ax. x = ?y1 x

Warum gelingt Anwendung von refl: 7t = 7t?

Lifting der Regel auf A\ x. 7t x = 7t x
dann Resolution

Was passiert bei 3 x. V y. x =y 17

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Lifting bei Resolution (1)

1 [ V] - m[ V]
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Lifting bei Resolution (2)
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Lifting bei Resolution (3)

b1 .. AT T = [V 7] ... N1 =Y 7] ... on
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Sichere / unsichere Regeln (1)

Sichere Regeln der Pradikatenlogik: exE, alll

Unsicher: spec / exI wegen falscher Parameterabhéngigkeiten:

lemma "(d x. V y. Rxy) — (V y. 4 x. Rxy)"

Welche Folge von Regelanwendungen fiihrt zum Erfolg?

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Sichere / unsichere Regeln (2)

Unsicher: drule spec (synonym: erule allE)
... wenn Pramisse noch einmal benotigt wird
Losung: frule spec

Bsp.:

lemma "[ Pa; V x. Px — P (fx) | = P (f (f a))"
apply (frule_tac x=a in spec)

apply (drule_tac x="f a" in spec)

apply (drule mp) apply assumption

apply (drule mp) apply assumption

apply assumption

done
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e Regeln der Pradikatenlogik
e Regelverinderung

e Regelkombination (Tacticals) und Beweissuche

e Mengen in HOL
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Regelanwendung mit Instantiierung

Explizite Instantiierung oft giinstiger als Instant. durch Unifikation:

lemma "d x::nat. 10 < x AN x <20 N xmod 7 = 0"
apply (rule_tac x=14 in exI)

by simp
Allgemein: Wenn Regel R die schematischen Variablen 7x; ... ?x, hat:
apply (rule_tac x1="t1" and ... and x,="t," in R)

Analog: drule_tac, frule_tac, erule_tac

! Die x; sind Namen von schematischen Variablen,

nicht Namen von Variablen im Beweis:

lemma "V z. Pz — P a"
apply (drule_tac x=a in spec)
apply assumption

done

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Regeln on-the-fly: Instantiierung

Gegeben:

zdiv_monol: [?a < ?a’; 0 < ?b] = ?a div ?b < ?a’ div ?b

Instantiierung positional:

thm zdiv_monol [of _ 2]

[ra < 7a’; 0 < 2] = ?a div 2 < ?7a’ div 2

Instantiierung einzelner Variablen:

thm zdiv_monol [where b=2]
[ra < 7a’; 0 < 2] = ?a div 2 < ?7a’ div 2

Zusatzlich Simplifikation:

thm zdiv_monol [where b=2, simplified]

7a < 7a’ = 7a div 2 < 7a’ div 2
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Regeln on-the-fly

THEN

Gegeben: Regeln
RAll [[AlAn]]:Bl
RB: [B:...B,]=— B

RA, [THEN RB] ergibt
[[AlAn,BQBm]] — B

OF
... ebenso: RB [OF RA{]

Iteriert: RB [OF RA{ RA5 ...]

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Regeln on-the-fly: Resolution (2)

Beispiel: Beweise

lemma "inj f — map (inv f) (map f xs) = xs"

Leider falsche Richtung:

map_compose: map (?f o ?g) 7?xs = map ?f (map 7g 7xs)

Besser:
map_compose [THEN sym]: map ?f1 (map ?gl ?xsl1) = map (?f1 o 7gl) 7xsl

Also:

lemma "inj f — map (inv f) (map f xs) = xs"
apply (simp only: map_compose [THEN sym])

apply (simp add: inj_iff id_def del: map_compose)
done

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



110

e Regeln der Pradikatenlogik
e Regelverdnderung

e Regelkombination (Tacticals) und Beweissuche

e Mengen in HOL

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Tacticals

Kombinieren einzelne Taktiken:

e Hintereinanderausfithrung: T1, T2
e Alternative: T1 | T2
e Mehrfachausfiihrung: T+

e Keine oder eine Ausfithrung: T?

Bsp.:

lemma "[ Pa; V x. Px — P (f x) | = P (£ (£ a))"
apply (frule_tac x=a in spec)

apply (drule_tac x="f a" in spec)

apply (drule mp, assumption+)+

done
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Bereinigung von Formeln

e apply (intro ...): Wiederholte Anwendung von Intro-Regel . ..
auf Beweisziel und entstehende Unterziele

e zB.: apply (intro alll): Beseitigt alle All-Quantoren in Conclusion

e apply (elim ...): Wiederholte Anwendung von Elim-Regel ...
auf Beweisziel und entstehende Unterziele

e zB.: apply (elim conjE): Beseitigt alle Konjunktionen in Pramissen

e apply clarify: Wiederholte Anwendung sicherer Regeln ohne Aufspaltung
des Beweisziels

e apply (clarsimp simp add: ..) Verschrinkung von clarify und simp
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Automatisierte Beweissuche (1)

Pradikatenlogische Beweissuche:

e apply (fast intro: ... dest: ...):
Anwendung von Taktiken; HO-Unifikationsalgorithmus

e apply (blast intro: ... dest: ...):
Effizienter Tableau-Beweiser; nur einfache Unifikation

Beide:

e Anwendung nur auf aktuelles Beweisziel

e Scheitern, wenn Ziel nicht beweisbar
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Automatisierte Beweissuche (2)

Presburger Arithmetik: Lineares Fragment der Arithmetik

Entscheidungsprozedur: arith

lemma "d x::nat. (x + 3 =10 AN (V y. x <y — 12 <2 *xy))"
by arith

Bei Formeln auBerhalb des Fragments: Abstraktion

lemma "(x::nat) * y < 2 ¥ x * y"
by arith

Evtl. Scheitern: (x::nat) * y < 2 x y * x

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Automatisierte Beweissuche (3)

Kombination von simp, priadikatenlogischen Beweisen, Arithmetik:

apply (auto simp add: ... del:
intro: ... dest: ...)

e Anwendung auf alle Beweisziele

e Nicht beweisbare Ziele werden vereinfacht

!

« Ratsam: Nur als letzten Schritt in Beweisskript anwenden
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e Regeln der Pradikatenlogik
e Regelverdnderung

e Regelkombination (Tacticals) und Beweissuche

e Mengen in HOL

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Mengen in HOL (1)

Polymorpher Typ ’a set

Wichtigste Operation: Mengen-Komprehension

Collect :: "(’a = bool) = ’a set"
Schreibweise: "{x. p}" == "Collect (4x. P)"
Bsp.:

term "{x::nat. 2 < x}"

term "{xs. length xs = 8}"
Axiomatisierung:

mem_Collect_eq: (7a € {x. 7P x}) = 7P 7a
Collect_mem_eq: {x. x € 7A} = 74

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Mengen in HOL (2)

Einige Mengenfunktionen und deren Definition:

{} = {x. False}
UNIV = {x. Truel}
?A U ?B = {x. x € ?A V x € 7B}
?PA N 7B = {x. x € ?A N x € 7B}

insert 7a 7B = {x. x = 7a} U 7B
Damit gelten u.a. folgende Lemmas: (Beziehung zu A, v, —7)

7A N 7B C 74
7A N 7B C 7B
[7c C 74; 7¢ C 7B] = 7¢ C 74 N 7B

74 C 74 U 7B
?B C ?A U 7B
[74 C 7c; 7B C 7¢] = 7A U 7B C 7C
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Mengen in HOL (3)

Quantifizerung iiber Mengen

e All-Quantor: V x € A. P x
entspricht V. x. x € A — P x

e Existenz-Quantor: 3 x € 4. P x
entspricht 3 x. x € 4 A P x
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Mengen in HOL (4)

Regeln:

Einfithrung: (Ax. x € 74 = ?P x) — Vx€?4. 7P x
[7P 7x; 7x € 7A] — dx€?A. 7P x

Elimination:

[Vx€E?A. 7P x; 7x € 7A] — 7P 7x

[Vx€?A. 7P x; 7P 7x — 7Q; 7x & 74 —> 7Q] — 7Q
[3x€?A. 7P x; Ax. [x € 7A; 7P x] — 7Q] — 7Q
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Teil 6: Induktiv definierte Mengen

e Induktive Mengen: Definition
e Regelinduktion und Regelinversion
e Gegenseitig induktive Mengen

e Anwendung: Programmiersprachensemantik

Im Tutorial: Kap. 7
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Induktive Mengen

Idee: Beschreibe eine Menge dadurch, wie sie erzeugt wird.

Bsp.: Gerade Zahlen even:

1. 0 ist eine gerade Zahl.
2. Wenn n eine gerade Zahl ist, so auch n+2.

3. Nur die mit 1. und 2. erzeugten Zahlen sind gerade

Also:

0 € even ~» 2 € even ~ 4 € even ...
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Induktive Mengen: Definition

Einfithrungsregeln driicken Erzeugungsprinzip aus:

consts even :: "nat set"
inductive even

intros

ZerolI: "O & even"

Add2I: "n € even ——> Suc(Suc n) € even"

Induktionsregel besagt: even ist die kleinste so erzeugte Menge:

even. induct :

[7xa € even; 7P 0; An. [n € even; 7P n] = 7P (Suc (Suc n))] = ?P 7xa
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Enthaltensein in induktiver Menge

Nachweis durch wiederholte Riickwérts-Anwendung der Einfiihrungsregeln:

lemma "Suc (Suc (Suc (Suc 0))) € even"
apply (rule Add2I)
apply (rule Add2I)
apply (rule ZeroI)

done

Nicht-Enthaltensein: Erfordert Induktion

lemma "Suc (Suc (Suc 0)) € even"
apply (rule Add2I)

oops
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Vergleich mit Prolog

Einfiihrungsregeln durch Fakten

even(0) .
even(suc (suc (N))) :- even(N).

Abschlufleigenschaft durch negation by failure

? even(suc (suc (suc (suc (0))))).
> yes.

? even(suc (suc (suc (0)))).
> no.
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Einschrankungen (1)

Erforderlich: Strikt positives Vorkommen der ind. Menge in Pramissen.

Nicht giiltig: Regel der Art:
n & evenneg —> (Suc n) € evenneg

Grund: Was ist die minimale Menge, die erzeugt wird durch:
a ¢S = b cESs

bg&S — ac€cs

{a} oder {b} oder {a, b} 77
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Einschriankungen (2)

Wenig sinnvoll (aber legal): Regeln ohne “Basisfall”:

consts evenempty :: '"nat set"
inductive evenempty
intros

Add2Ie: "n € evenempty —> Suc(Suc n) € evenempty"

Zeige: evenempty = {}

Wie verhélt sich Prolog hier?

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Induktive Mengen: Definition
e Regelinduktion und Regelinversion
o (Gegenseitig induktive Mengen

e Anwendung: Programmiersprachensemantik

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Regelinduktion (1)

Induktionsprinzip:
[7xa € even; 7P 0; An. [n € even; ?P n] = ?P (Suc (Suc n))] = 7P 7xa

Um nachzuweisen, dafl P fiir jedes a von even gilt:

e Weise P fiir den Basisfall nach

e Weise nach, daf3 P bei jeder Regelanwendung erhalten bleibt

Bsp.:

lemma "n € even = J k. n = 2 * k"
apply (erule even.induct)

apply simp

apply (erule exE)

apply (rule_tac x="Suc k" in exI)
apply simp

done
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Regelinduktion (2)

Regelinduktion anwendbar fiir Beweisziele der Form
[ ...n € even ... ] = P n

Eventuell Beweisziel geeignet umformen.

Bsp.: Zeige Suc (2 * k) ¢ even
lemma even_not_Suc2k [rule_format]: "m € even — V k. n # Suc (2 * k)"
apply (erule even.induct)

apply simp
apply arith
done

lemma "Suc (2 * k) ¢ even"
by (blast dest: even_not_Suc2k)
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Regelinduktion (3)

Nicht alle Beweise iiber induktive Mengen brauchen Regelinduktion:
lemma "2 * k € even"
apply (induct k)

apply simp
apply (rule ZeroI)

apply simp

apply (rule Add2I)
apply assumption
done

Niitzlich: Erzeugungsregeln als Intros deklarieren:

declare even.intros [intro]

lemma "2 * k € even"
by (induct k) auto
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Regelinversion (1)

Teilweise hinreichend: Fallunterscheidung iiber Regel:

lemma "Suc 0 ¢ even"
apply (rule notI)
apply (erule even.cases)

apply simp+
done

Hierbei ist:
even.cases .

[7a € even; ?a = 0 =—> ?P; An. [?a = Suc (Suc n); n € even] = 7P] — 7P
!

S.induct verhalt sich zu S.cases wie
Induktion zu Fallunterscheidung bei Datentypen
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Regelinversion (2)

Elimination irrelevanter Teilfidlle automatisch mit ind_cases.

Vergleiche:

lemma "Suc (Suc n) € even —> n € even"
apply (erule even.cases)

apply simp

apply simp

done

und

lemma "Suc (Suc n) € even —> n € even"
apply (ind_cases "Suc (Suc n) € even")
apply assumption

done
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e Induktive Mengen: Definition
e Regelinduktion und Regelinversion
e Gegenseitig induktive Mengen

e Anwendung: Programmiersprachensemantik
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Gegenseitig induktive Mengen: Definition

Definition

consts
even_eo :: '"nat set"
odd_eo :: "nat set”

inductive "even_eo" "odd_eo"
intros
evenO: "O & even_eo"
evenS: '"'m € odd_eo — (Suc n) € even_eo"

oddS: "n € even_eo —> (Suc n) € odd_eo"

Generiertes Induktionspradikat even_eo_odd_eo.induct :

[7P1.0 0;

An. [n € odd_eo; 7P2.0 n]] = ?P1.0 (Suc n);

An. [n € even_eo; ?P1.0 n] == 7P2.0 (Suc n)]

— (?xb € even_eo —— 7P1.0 7?xb) A (7xa € odd_eo — 7P2.0 7xa)
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Gegenseitig induktive Mengen: Beweise

Beachte:

e Eine Teilaussage fiir jeden Datentyp erforderlich

e Anwendung des Induktionspradikats mit rule

lemma "(n € even_.eo — n # 0 — (n - 1) € odd_eo) A
(n € odd_eo — (n - 1) € even_eo)"

apply (rule even_eo_odd_eo.induct)

apply simp+

done
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Organisatorisches: Zeitplanung

10.12.2003
Vorlesung: Rekursive Definitionen; Imperative Programme
Aufgabe: Aufspannende Baume in Graphen

17.12.2003

Voorlesung: Isar
Aufgabe: Imperative Listensortierfunktion

7.1.2004

Voorlesung: Formalisierung von Programmiersprachensemantik
Aufgabe: Lebendigkeitsanalyse fiir Variablen / Programmoptimierung (1)

14.1.2004

Vorlesung: —
Aufgabe: Lebendigkeitsanalyse fiir Variablen / Programmoptimierung (2)

21.1.2004 Abschlufiprasentation
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Teil 7: Rekursion; Imperative Programme

e Terminierend rekursive Funktionen Im Tutorial: Kap. 3.5 / 9.2

— Definition mit recdef, Nachweis der Terminierung
— Beweise iiber rekursive Funktionen

e Imperative Programme
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Definition mit recdef

Wesentliche Elemente:

e FHunktions-Deklaration
e Funktions-Definition in ML-Stil

e Angabe einer Terminationsordnung

consts fib :: "mnat = nat"
recdef fib "measure()\ n. n)"
"fib 0 = 0"

"fib (Suc 0) = 1"
"fib (Suc(Suc x)) = fib x + fib (Suc x)"
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Terminationsordnung (1)

Intuition: Argumente miissen bei jedem rek. Aufruf “kleiner” werden
Problem: Was heiflit “kleiner”?

Bsp fib: Klar:

® x < (Suc(Suc x))

® Suc x < (Suc(Suc x))

Und in folgender Funktion?

ten x = if 10 < x then 10 else ten (Suc x)
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Terminationsordnung (2)

consts ten :: "nat = nat"
recdef ten "measure(\ n. 10 - n)"

"ten x = (if (10 < x) then 10 else ten (Suc x))"

Begriindung: 10 - (Suc x) < 10 - x, wenn — (10 < x)

Allgemein: Argumente miissen bzgl. wohlfundierter Ordnung kleiner werden.
Wohlfundiertheit einer Relation R:

wf R = VP. (Vx. (Vy. (y, x) €ER —> Py) — Px) — (Vx. P x)

“Eine Eigenschaft p gilt generell, wenn sie sich jeweils von kleineren auf
grofere Elemente vererbt”.

Informell: Eine solche Figenschaft ist: “terminiert” / “ist definiert auf”
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Funktionsdefinition: Beispiele (1)

Frage: Warum terminiert:

gecd (0, v)
gecd (u, 0) = u
ged (u, v) = (if v < u then gecd (u - v, v) else ged (v - u, u))

14
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Funktionsdefinition: Beispiele (2)

Antwort:

consts gcd :: "(nat X nat) = nat"
recdef gcd "measure (A (u,v). u + v)"
"gcd (0, v) = v"
"gcd (u, 0) = u"
"gcd (u, v) = (if v < u then gcd (u - v, v) else ged (v - u, uw)"

thm gcd.simps
! Definitionen mit recder haben nur ein Argument (...evtl. ein n-Tupel)

!Bei mehrdeutigen Patterns gewinnt das erste passende
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Funktionsdefinition: Beispiele (3)

Frage: Warum terminiert:

gcd_lex (0, v) = v
gcd_lex (u, v) = (if u < v then gcd_lex (u, v-u) else gcd_lex (v, u))
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Funktionsdefinition: Beispiele (4)

Antwort: Lexikographische Ordnung!

consts gcd_lex :: "(nat X nat) => nat"
recdef gcd_lex '"measure (A u. u) <¥lex*> measure (A v. v)"
"gcd_lex (0, v) = v"
"gcd_lex (u, v) = (if u < v then gcd_lex (u, v - u) else gcd_lex (v, u))"

Dabei: (a,b) <jer (a’,0") gdw.
a < a' oder
a=a und b < ¥V
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Funktionsdefinition: Hinweise zur Terminierung

Quicksort:
consts gs :: '"mat list = nat list"
recdef gs "measure length"

"gs [1 = [I"

"gs (x#xs) =

gs (filter (A y. y < x) xs) @ [x] @ gs (filter (A y. x < y) xs)"
(hints recdef_simp: less_Suc_eq_le)

!Anzeige nicht automatisch beweisbarer Aussagen bei Terminierungsnachweis
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e Definition mit recdef, Nachweis der Terminierung

e Beweise iiber rekursive Funktionen

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Wohlfundierte Induktion

Definition von Wohlfundiertheit verkorpert Induktionsprinzip:

wf_induct:

[wf ?r; Ax. Vy. (y, x) € ?7r — ?P y —> 7P x| — 7P ?7a
Fiir jede rek. Funktion f wird Induktionsformel f.induct generiert

Bsp. ten.induct:
(ANx. = 10 < x — 7P (Suc x) =—> ?P x) =— 7P 7x

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Wohlfundierte Induktion: Beispiele (1)

ten.induct:
(ANx. = 10 < x — 7P (Suc x) —> 7P x) — 7P 7x

lemma "ten x = 10"

apply (induct x rule: ten.induct)
thm ten.simps

thm gcd. simps

apply simp

done
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Wohlfundierte Induktion: Beispiele (2)

gcd. induct:

[ 7P 0 0;
/\ab. 7P 0 (Suc ab);

Ay. ?P (Suc y) 0;
Nz ae. [ Suc ae < Suc z — 7P (Suc ae - Suc z) (Suc z);

Suc ae < Suc z — ?P (Suc z - Suc ae) (Suc ae)]
— ?P (Suc z) (Suc ae)]
— 7P 7u ?v

lemma gcd_divides: "g = ged (a,b) — g dvd a A g dvd b"

apply (induct_tac a b rule: gcd.induct)

— vier Unterziele
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e Terminierend rekursive Funktionen

e Imperative Programme

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



152

Imperative Programme in Isabelle (1)

Codierung einfacher while-Programme:

¢ = SKIP

X := a

Co; C1

IF b THEN ¢y ELSE c; FI
WHILE b INV {I} DO ¢ OD
p = VARSwv;...v, {P}c{Q}

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



153

Imperative Programme in Isabelle (2)

Beispiel: Multiplikation
lemma
"VARS (m::nat) n a b
{m = 0 N n = 0}
WHILE m # a
INV {n = m * b}
D0On :=n + b; m :=m+ 1 0D
{n = a * b}"
apply vcg
apply auto
done
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Teil 8: Lesbare Beweise in Isar

e DBasissprache

e Aussagenlogische Beweise
e Pridikatenlogische Beweise
e Induktions-Beweise

e Gleichungsketten: Calculations
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Motivation (1)

Taktik-Script:

theorem ex1 : "(d x. V y. Pxy) — (V y. 4 x. Px y)"
apply (rule impI)

apply (erule exE)

apply (rule alll)

apply (rule exI)

apply (drule spec)

apply assumption

done

e Maschinenlesbar, aber schwer verstandlich
e Kompakt

e Meistens resistent gegen kleine Modifikationen
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Motivation (2)

Script in Isabelle/Isar:

theorem ex2 : "(3d x. V y. Pxy) — (V y. 3 x. Px y)"
proof (rule impI)
assume "d x . V y. P x y" then show "V y. 4 x . P x y"
proof (rule exE)
fix x assume h: "V y. P x y" show "V y. 4 x. Px y"
proof (rule alll)
fix y from h have "P x y" by (rule spec)
then show "4 x . P x y" by (rule exI)
ged
ged

ged

e Maschinenlesbar, zudem verstandlich
e Verbos (jedoch: Abkiirzungen moglich)

e u.U. leichter zu warten bei grofleren Modifikationen
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Isabelle/Isar Basissprache

goal = theorem proposition proof

proof — proof method’ statement® qed method’
| apply method proof | done

statement = fix variable™ | assume proposition™
| then’ (show | have) proposition proof
| note name = name™
| next | { statement }

proposition = (label :)" string
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Isabelle/Isar Zustandsautomat

theorem

{}

next

apply C prove

have

A

show

done

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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ged
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e Basissprache

e Aussagenlogische Beweise
e Pridikatenlogische Beweise
e Induktions-Beweise

e Gleichungsketten: Calculations
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Isar: Aussagenlogische Beweise (1)

Einfiihrungsregeln

lemma "4 — A V B"
proof (rule impI)
assume a: A
note a then

show "A Vv B"
proof (rule disjI1)
ged

ged

e Aufsammeln von Annahmen mit assume

e Notieren von Annahmen zur spiteren Verwendung mit note

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Isar: Aussagenlogische Beweise (2)

Abkiirzungen:

e Standard-Introduktionsregel auslassen (bei proof)
e from a statt note a then

e Verwenden der Standard-Intro-Regel: ..

lemma "A — A V B"

proof
assume a: A
from a
show "A V B" ..
ged
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Isar: Aussagenlogische Beweise (3)

Eliminationsregeln / Explizites Aufsammeln von Hypothesen

lemma "A N B — B A A"

proof
assume h: "A A B"
from h have a: A by (rule conjE)
from h have b: B by (rule conjE)

from b a
show "B A A" by (rule conjI)
ged

!Reihenfolge der Fakten bei from:
Sequenzielle Instantiierung von conjI: [?P; 7Q] = 7P A 7Q

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



163

Isar: Aussagenlogische Beweise (4)

Implizites Aufsammeln von Hypothesen:

e mit moreover und ultimately
(keine explizite Benennung notwendig)

e Abkiirzung: Verwenden der Standard-Elim-Regel: ..

lemma "A AN B — B A A"
proof
assume h: "A AN B"
from h have B ..
moreover
from h have 4 ..
ultimately
show "B A A" ..

ged
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Isar: Abkiirzung von Teilformeln (1)

Aktuelle Annahme: this
Aktuelles Beweisziel: ?thesis

lemma "A AN B — A V B"
proof
assume h: "A N B"
from this show "A V B"
proof
assume A show ?thesis ..
ged
ged

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Isar: Abkiirzung von Teilformeln (2)

durch Pattern-Matching:

lemma "(A A B) N (C AND) — (A N C)" (is "?PA N ?PC — 7P")
proof
assume "7PA A 7PC"
from this show 7P
proof
assume pa: 7PA and pc: ?PC
from pa have 4 ..
moreover
from pc have C ..
ultimately have 7P ..
thus ?thesis .
ged

ged
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Abgeleitete Schliisselworter

by m; mas

hence

thus
from a
with a

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

proof m; qed mo
by rule

by this

then have

then show

note this = a then
from a this
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e Basissprache

e Aussagenlogische Beweise
e Pridikatenlogische Beweise
e Induktions-Beweise

e Gleichungsketten: Calculations

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Isar: Pradikatenlogische Beweise (1)

Fixieren universell quantifizierter Variablen:

lemma "V x. P x — (3 y. P y))"
proof

fix a
show "(Pa — (3 y. P y))"
proof
assume "P a'"
then show "Jy. P y" .. — (rule ex])
ged
ged

Vix erlaubt Umbenennung von Variablen

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Isar: Pradikatenlogische Beweise (2)

Existentiell quantifizierte Annahmen:
Dekomposition mit obtain x where

lemma assumes h: "d x. Px A @ x" shows "3 x. P x"
proof -

from h obtain x where "P x A @ x" ..

from this have "P x" ..

then show ?thesis ..

ged

!Nicht—Anwendung eines initialen Beweisschritts mit proof -

! Kombination assumes / shows anstelle von Implikation —

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Basissprache

e Aussagenlogische Beweise
e Pridikatenlogische Beweise
e Induktions-Beweise

e Gleichungsketten: Calculations
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Isar: Fallunterscheidungen

. liber den Datentyp bool

lemma "P VvV — P"
proof (cases P)

case True thus ?thesis ..
next

case False thus 7thesis ..

ged

oder iiber andere induktive Datentypen:

lemma "length (tl xs) = length xs - 1"
proof (cases xs)

case Nil thus ?thesis by simp
next

case (Cons x xs’)

thus 7thesis by simp

ged

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Isar: Induktion

lemma "sum (xs @ ys) = sum xs + sum ys"
proof (induct xs)
case Nil show ?case by simp
next
case (Cons x xs’) show 7case
by simp
ged

case bewirkt:

e implizites fix der Variablen des Falls

e implizites assume der Hypothesen

Benennung der Teilfdlle mit ?case.
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Isar: Regel-Induktion

lemma "'n € even —> d k. n = 2 * k"
proof (induct rule: even.induct)
case ZeroI show ?case by simp
next
case (Add2I n)
have n_ev: '"n € even" .
have nke: "dk. n =2 *x k" .
from nke obtain k where nk: "n = 2 * k" ..
show ?case
proof
show "Suc (Suc n) = 2 * (Suc k)" by simp
ged
ged
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e Basissprache

e Aussagenlogische Beweise
e Pridikatenlogische Beweise
e Induktions-Beweise

e Gleichungsketten: Calculations
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Isar: Calculational Reasoning

lemma dvd_minus:
assumes du: "(d::nat) dvd u"
assumes dv: "d dvd v"
shows "d dvd u - v"
proof -
from du obtain ku where "u = d * ku" by - (simp add: dvd_def, rule exE)
moreover
from dv obtain kv where "v = d * kv" by - (simp add: dvd_def, rule exE)

ultimately have "u - v = d * ku - d * kv" by simp
also have "... =d * (ku - kv)" by (simp add: diff_mult_distrib2)
finally show ?thesis by simp

ged
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Teil 9: Modellierung von Semantik

e Modellierung von Programmiersprachen-Semantik

e Projekt: Datenflussanalyse

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Modellierung von Semantik (1)

Operationelle Semantik:
Beschreibung der Programmausfithrung durch abstrakte Maschine

Ingredientien:

e Zustandsbegrift
e Programmiersprache (Ausdriicke, Anweisungen, ...)

e Ausfithrungsrelation
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Modellierung von Semantik (2)

Im folgenden:

e Einfache imperative Sprache (“while-Sprache”)
e Keine komplexe Speicherstruktur (Pointer etc.)

e Kein komplexer Kontrollflu (Prozeduren, Exceptions etc.)

Es geht auch besser, z.B. Modellierung der Semantik von Java
~» Semantik-Vorlesung néchstes Semester

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Zustande

Speicherzellen: uninterpretiert

typedecl loc

Werte: hier nur nat. Zahlen

Zustand:

types
state = "loc = nat"”
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Programmiersprache

datatype binop = BPlus | BMinus | BEq

datatype expr
= N nat — constant
| Var loc — variable

| Op binop expr expr

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

: Ausdrucke
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Programmiersprache: Anweisungen

datatype com

= SKIP

| Assign loc expr ("_ == _")

| Semi  com com ("_; _")

| Cond expr com com ("IF _ THEN _ ELSE _")
| While expr com ("WHILE _ DO _")

Beispiel:

Abstrakte Syntax:

"WHILE (Var y) DO
(x :== (0Op BPlus (Var y) (N 2));
y :== (Op BPlus (Var y) (N 1)))"

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

... steht fir:

WHILE y DO {

X

y
+

y + 2
y + 1;
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Evaluierungs- und Ausfiihrungsrelationen

Evaluierung von Ausdriicken:

consts

evale :: "[expr, state] => nat"

. zu definieren

Ausfithrungsrelation fiir Anweisungen: (warum keine Funktion?)

consts evalc :: "(com X state X state) set"

Geschrieben als:

translations "{(c,s) —. s’" == "(c,s,s’) € evalc"
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Ausfiihrungsrelation: einige Regeln

“Big-Step”-Semantik

inductive evalc intros
Assign: "(x :== a,s) —. s(x:=(evale a s))"

Semi: "[ (c0,s) — 58’7; (cl,87°) —. s’ ]
—> (c0; c1, s) —. s’"

WhileFalse: "evale b s =
— (WHILE b DO c,s) —. s"
WhileTrue: "[ evale b s # 0; (c,s) —. s8°7;

(WHILE b DO c, s8’°) —. s’ |
—> (WHILE b DO ¢, s) —. s’"
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Ausfiihrungsrelation: Beispiel

Anfangszustand: Alle Variablen auf 0
lemma '"m # n — p #m — p #¥ n —

((@ :== (N 3);
(n :== (N 2);
(WHILE (Var n) DO
(p :== (Op BPlus (Var p) (Var m));
n :== (Op BMinus (Var n) (N 1)))))),

Av. 0) —, 757"

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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e Modellierung von Programmiersprachen-Semantik

e Projekt: Datenflussanalyse

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Lebendige Variablen: Begriff

Variable v ist lebendig an einem Programmpunkt P, wenn

e in jedem weiteren moglichen Programmverlauf auf die Variable lesend zuge-
griffen wird

e ohne dafl v vorher tiberschrieben worden ist.

Bsp.

X = 3; (1)
y = 5; (2)
y =x+ 3; (3)
x =x +y; (4)

x lebendig (mindestens) nach (1), (2), (3)
y lebendig (mindestens) nach (3)
y nicht lebendig nach (2)
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Lebendigkeitsanalyse: Verwendung

Compileroptimierung:
Zuweisungen an nicht-lebendige Variablen kénnen gestrichen werden
(“dead code elimination”)

x = 3; (1) x = 3; (1)
y = 5; (2)

y =x + 3; (3) y =x + 3; (3)
x =x+y; (4) x =x+vy; (4)

Korrektheitsnachweis?

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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Lebendige Variablen: Verfeinerung

Frage: Ist x lebendig nach (4)?
x =x +y; (4)

Antwort:

e Ja, wenn x noch verwendet wird,
z.B. in return(x + y)

e Nein, wenn x nicht mehr verwendet wird,
z.B. in return(y)

~» Betrachte Lebendigkeit bzgl. Menge relevanter Variablen
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Aquivalenz bzgl. relevanter Variablen (1)

Aquivalenz zweier Funktionen auf Menge 4:
equiv_on :: "[’a set, ’a = ’b, ’a = ’b] = bool"
"equiv_on A f1 f2 ==V x € A. f1 x = f2 x"

[Funktionen hier: Programmzustédnde]

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004



Original
X = 3;

SPESTR
I
4
+
&

s_orig

Es gilt:

Aquivalenz bzgl. relevanter Variablen (2)

(1)
(2)
(3)
(4)

Optimierung 1

X = 3; (1)
y=x+3; (3
x=x+y; (4
s_opt1

equiv_on {x,y} s_orig s_optl

equiv_on {y} s_orig s_opt2

Es gilt nicht:

equiv_on {x} s_orig s_opt2

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

Optimierung 2
x = 3; (1)

y =x + 3; (3)

s_opt2
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Lebendige Variablen: Komplikationen (1)

Ist y lebendig nach (1),

da y in (2) nicht gebraucht wird?
Ist folgende Optimierung korrekt?

Original

y = 5; (1)
IF (x > 0)

THEN x = x + 1 (2)
ELSE x = x +y (3)
return(x)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

Optimierung

IF (x > 0)
THEN x = x + 1 (2)
ELISE x = x +y (3)
return(x)
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Lebendige Variablen: Komplikationen (2)

Ist x lebendig nach (3),
da x nach Ende der Schleife nicht mehr gebraucht wird?

Ist folgende Optimierung korrekt?

Original Original
X = 2; (1) X = 2; (1)
y = 5; (2) y = 5; (2)
WHILE x > O DO WHILE x > O DO

X =x - 1; (3) SKIP; (3)
return(y) return(y)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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DatenfluBanalyse (1)

Beachte alle Pfade im Kontrollflugraphen!

Vorgehen: Traversiere Kontrollflulgraphen von hinten nach vorne

e Bekannt: Lebendige Variablen A nach Anweisung

e Berechne: Lebendige Variablen B vor Anweisung

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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DatenfluBanalyse (2)

Kontrollflufl ohne Verzweigung

0=04-
Xx=3
0 = ix}— v
y = 5
m:gh—m+m
y:xLS h
v} i—{% y} = D+ {x, v
X=X ‘;' y

oy
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DatenfluBanalyse (3)

Kontrollflufl mit Verzweigung (Conditional)

04 = v} - )

y=>5

R R EXC R R

X=x+1

{ x>0 /
X ={x} - {3+ {x {x, vy} ={-{x}+{x vy}
: I

X=X+Yy

lm

Prinzip: Schéatze Menge lebendiger Variablen konservativ ab

“Lieber zu viele Variablen als lebendig bezeichnen als zu wenige”

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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DatenfluBanalyse (4)

Schleife

1“\ {y} v ”//// Al {X7 y}\ \\\\‘

Frage: Warum muss x in der Schleife lebendig sein?
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Warum geniigt einmalige Traversierung nicht?

Bsp: Kann Zuweisung (2) geloscht werden?

WHILE z > O DO

x2 = x1; (1)

x1 = x0; (2)

z =z - 1; (3)
return(x2)

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

Analyse von Schleifen (1)
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Analyse von Schleifen (2)

Datenflu3-Gleichungen:

+ D {ZCQ} g A
B Q C — {xg} U {ZCo,xl}

x>0
C CAUBU{z}
At +B t C D C AUuBU{z}
x2 =x1
%1 = X0 Damit insbesondere:
z=z-1 {x())xl}gc

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004

z>0 Bestimme kleinste Losung von:
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Analyse von Schleifen (3)

Vereinfachung:

Gleichungen:
B=AUFVcUFVe
D=AUBUFVe

wobei
F'Vc die freien Variablen des Schleifenkorpers
F'Ve die freien Variablen der Schleifenbedingung

Damit: Analyse etwas ungenauer, aber immer noch korrekt

Zu diesem Thema interessantes SEP zu vergeben!

Praktikum Spezifikation und Verifikation, WS2003/2004
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DatenfluBanalye und Optimierung

Aufgabe: Definitition einer Funktion

optimLV :: "[com, loc set] = com X (loc set)"

Sei

e c ein zu optimierendes Programm

e A die Menge der lebendigen Variablen nach Ausfiihrung von c
Dann gilt fiir optimLV ¢ A = (c’, B)
e ¢’ ist das optimierte Programm

e B die Menge der lebendigen Variablen vor Ausfiihrung von c
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Korrektheitsaussage

Das nicht-optimierte Programm c
und das optimierte Programm c’
sind dquivalent beziiglich der Menge lebendiger Variablen A.

lemma optim_correct: "
[ (c,s) —¢ s’; optimLV ¢ A = (¢’, B); {(c’,s8) —. so’ | =

equiv_on A s’ so’"
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Beweis

e Induktion iiber Ausfiihrungsrelation des nicht-optimierten Programms

e “Nachziehen” des optimierten Programms

Teilfall Komposition mit ¢ als c1; c2

S
cl R
©
=2
i
cl v
SO - - S0
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S
c2 "
®
el ".
S 3 A
c2’ v,
______________________ -~ S0
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