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Um was es geht...

Betrachtung der abstrakten Bedeutung von
Programmen

Entkopplung von konkreten Eingabewerten oder
FluRverhalten

Treffen allgemein gultiger Aussagen mittels
mathematischer Beweise



Motivation |

Abstraktes Debugging
Beweis von Programmverhalten

Zusicherung von Sicherheitseigenschaften



Motivation Il

Erzeugung optimierten Codes in Compilern

Konstantenpropagierung, Lebende Variablen
Toter Code, Unerreichbarer Code

Compile-Zeit Array-Bound-Checking,
Uberlaufprtifung fur Typkonvertierungen



Beispiel |

void debuggingExample()
{

int T[ 100 ];

Int n:

n = readlnteger();

for(inti=0;1<n;i++)
T[ 1 — 1] = readinteger();



Beispiel |

void debuggingExample()
{

int T[ 1001];

Int n;

n =readlnteger ();

for(inti=0;1<n;i+t+)

T[1—1] =readinteger();

® n>101

® i=0



Beispiel Il

void anotherDebuggingExample()
{

inti;

| = readInteger();
j=2*1+1,

assert((j % 2)!=0);



Beispiel Il

void anotherDebuggingExample()
{

inti;

| = readInteger();
j=2*1+1,

assert((j % 2)!=0); © immer wahr



Beispiel Il

bool checkNumber(int k)

{

assert( k2 Oand k <10);
inti=3,]=0;

while(j <i)
{
kK=K+];
J=1+ L
}

return k < 14;



Beispiel Il

bool checkNumber(int k)

{

K — 7]

assert( k2 Oand k <10);

[k —=[0;9] ]

inti =3, =0;
[1—={3}L]—={0}, k—=[09]

while(j <i)



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1={3},]={0} k—=[09]]

while(j <i)

{
[1—={3}L]—={0}Lk—=[09]]
k=k+j;
(1 —={3}L]—={0}Lk—=[09]]
J=1+1

(1 —=>{3}]—={0,1},k—=[09]]



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3}]—={0 1} k—=[09]]

while(j <i)

{
[1—={3}L]—={0}Lk—=[09]]
k=k+j;
(1 —={3}L]—={0}Lk—=[09]]
J=1+1

(1 —={3}]—={0,1},k—=[09]]




Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1={3}L]={0 1L k—=[09]] N {j])<i}

while(j <i)

{
[1—={3}L]—={0}Lk—=[09]]
k=k+j;
(1 —={3}L]—={0}Lk—=[09]]
J=1+1

(1 —={3}]—={0,1},k—=[09]]



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3}]—={0 1}, k—=[09]]

while(j <i)

{
(1 —={3}L]—={0 1} k—=[09]]
k=k+j;
1 —={3}L]—={0, 1}, k—[0;10] ]
J=1+1

(1 —={3},] >{0,1,2},k—[010]]



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3},]—={0,12}k—[09]]

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0 1} k—=[09]]
k=k+j;
[1—={3}]—={0,1}, k—=[0;10] ]
J=1+1

(1 —{3},]=>{0,1,2},k—=[0,10] ]




Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1={3}L]—={0 L2 Lk—=[09]]N {]]j<i}

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0 1} k—=[09]]
k=k+j;
[1—={3}]—={0,1}, k—=[0;10] ]
J=1+1

(1 —{3},]=>{0,1,2},k—=[0,10] ]



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3},]—={0,12},k—[09]]

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0,12} k—[0,10] ]
k=k+j;
1 —={3}L]—={0,L2} k—=[012]]
J=1+1

[1—=>{3},]={0,1,23},k—=[012]]



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3},]—={0,123}k—>[09]]

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0,12} k—[0;10] ]
k=k+j;
1 —={3}L]—={0,12} k—=[012] ]
J=1+1

[1—={3}]—={0,1,23},k—=[012]]




Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3}L]—={0123}Lk—=[09]N {]]j<i}

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0,12} k—[0;10] ]
k=k+j;
1 —={3}L]—={0,12} k—=[012] ]
J=1+1

[1—={3}]—={0,1,23},k—=[012]]



Beispiel Il

inti=3,j=0
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3},]—={0,12},k—[09]]

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0,12} k—[0;10] ]
k=k+j;
1 —={3}L]—={0,12} k—=[012] ]
J=1+1

[1—={3}]—={0,1,23},k—=[012]]



Beispiel Il

Fixpunkt

inti=3,j=0;
[i—{3},j—{0},k—=[0;9]]

[1—={3},]—={0,1,2},k—[09]]

while(j <i)

{
1 —={3}L]—={0,12} k—[0;10] ]
k=k+j;
1 —={3}L]—={0,12} k—=[0,12] ]
J=1+1

[1—>{3},] >{0,1, 23}, k—>[012]]



Beispiel Il

\./\./.hile(j<i)
{
[1—={3},]={0,1,2},k—[0;10] ]
k=k+j;
1= {3},]={0,1,2}, k—=[0;12] ]
j=1+1
[1—={3},]={0,1,23},k—=[0;12] ]
}
[1—={3},]={0,1,23}, k—=[012] ]
return k < 14;



Beispiel Il

\./\./.hile(j<i)

{
[i—={3},]j—={0,1,2},k—[0;10] ]
k=k+j;
[i—={3},]—={0,1,2},k—=[0;12] ]
j=i+1

[1—{3},] >{0,1,23},k—=[012]]
}

[1—={3},]—={0,1,2 3}, k—=10;12] ]
return k < 14; © immer wahr



Formalisierung

Konkrete
Maschine Z

KM

Abstrakte

IN

Maschine
AM

ZustandslUbergang

IN



Kontrollpunkte

[Col
a=>5;[c,]
b=2;[c)]
a=a+b;[cg]



Umgebungen

s: IDENT® Z
s:{a;»V,.,a,~V,}

s‘=[]s



Umgebungen

s: IDENT® Z
s:{a;»V,.,a,~V,}

s‘=[]s

S ="

s, = [a=5] s,
s, =[b=2] s,
s, = [a=atbh] s,




Umgebungen

s: IDENT® Z
s:{a;»V,.,a,~V,}

s‘=[]s

Sp={a® ", b® "} [C]

s;={a® 5,b® "} a=5;[c,]
s,={a® 5,b® 2} b=2;[c)]
s;={a® 7,b® 2} a=a+b;[cy



Datenflufdgleichung |

s, =f,(Sy -y S))
S, =f,(S4 -y Sp)

s, =f(Sy -y Sp)



Datenflufdgleichung II

F
Fo=&,, ..., f 0N Programmbeschreibung

S =Fp(Sp) Datenfluf3gleichung



Programmbedeutung

Finde (kleinstes) S;, so daf3
Sp = Fp(Sp)

~

&4, ..., SN Ist Fixpunkt von F, =&, ..., f.n

f(Sy, ....Sp)=s;, " 1EI1£n



~Naive" lteration

Berechne in jedem lIterationsschritt F

s' =f(s,,...,s,)furjedes1£i1£n



Chaotische lteration

Berechne in jedem Iterationsschritt F

F(&,, .., s,0)=
&1, .y Siq,
£(Sy, .or S,
Sii1s ey Syl

fir ein gewisses 1 £1£n



Beobachtungen

S, =f,(S4 -y S})

f,, ..., T, wenden Operationen auf s, ..., S, an,

die intuitiv der Vereinigung oder dem Schnitt
von Wertemengen entsprechen.

Aullerdem wdrden wir gerne Aussagen
machen konnen, wie zuverlassig wir einen
Fixpunkt finden kdnnen.



Verbande

Menge L

l

Geordnete Menge 4., CNQ

Binare Relation C
(reflexiv, antisymmetrisch, transitiv)



Verbande

Verband V=4, Cc, ", T, M, UA
Wie geordnete Menge d_, Ci

und aufderdem

Jede Untermenge X | L hat eine
kleinste obere Schranke



Verbande

Weitere Bemerkungen

1. A nennt man auch Infimum
2. T nennt man auch Supremum
3. Jede Untermenge des Verbandes
hat eine grofdte untere Schranke



ldee

Sp={am ", b"}
s,={am»5bm~"}
52:{a|—>5,b|—>2}
s,={am 7,b» 2}



ldee

Wahle zur Darstellung der Werte der Variablen eine
verbandartige Datenstruktur



ldee

Wahle zur Darstellung der Werte der Variablen eine
verbandartige Datenstruktur

Dann sind s, ..., S,, wieder verbandartig!



Intervallverbande

Intervalle als Wertemengen
Intervalle von Ganzzahlen [(Z)

N sel das leere Intervall
T sel [ -¥,+¥]

A=ZE {-¥}, B=ZE {+¥)}
(Z2)={"}E {[lLu]|IT AAaul BAl<u}

[l,u ] 20U U 13 L A £,



Intervallverbande

[1,uq] u[ly,u,] = [min(ly,1,),max(uy,u,)]

[Il’ul]T [15,u,] =

[max(l,, I,),min(u,,u,)]

falls
max(l,1,) >
min(u,,u,)

sonst



Kombination zweler Verbande

/\ ~
I;]_, 11 Tl, |_|1, |_|1n
A ~S
Loy 7oy Toy I, LioN

—

1 = Dy,
, = aD,,

—_ A N\ "
L,,=DxD,, C, ", T,M,un

aljlL,Ac al LAau 1ol Ul gl
al, lLnual‘Ln=alu 15 Lo, LN
shLnmalsLn=al, S L, LN



Kombination zweler Verbande

aljlL,Ac al LAu ol Ul gl
al, LnualfLn=alu I Lu, LN
shLnmalSLn = al, LS L, LN



Umgebungsverbande

Da al(z), c,, T fiein Verband ist, folgt

Jede Umgebung
s:{a;»Vy,..,a,~V }
ISt ebenfalls ein Verband

d,,.....ncal'.. U |, I, U...UlC |
Ao=Ean, Mt n

T. = a[-¥,+¥], ..., [-¥,+¥]Nn



Verbande von S

Analog:

S =8, ..., S,Nist ein Verband
mit einer Ordnung C!

Mit C als Ordnung kdnnen
wir nun Ifp(Sp) bestimmen



Monotonie

Funktion F1 L ® L ist monoton steigend

FaN

U

"x,yl L:xcybP F(x)CF(y)



Beobachtungen

s. =f(s, .-, Sy)

f,, ..., T, wenden Operationen auf s, ..., S, an,

die intuitiv der Vereinigung oder dem Schnitt
von Wertemengen entsprechen.

Aullerdem wdrden wir gerne Aussagen
machen konnen, wie zuverlassig wir einen
Fixpunkt finden kdnnen.



Beobachtungen

s. =f(s, .-, Sy)

Si = Sy Y- LS (ITP)
oder

Si = Smi1) M- M Smexi (9TP)

Aullerdem wdrden wir gerne Aussagen
machen konnen, wie zuverlassig wir einen
Fixpunkt finden kdnnen.



Beobachtungen

s. =f(s, .-, Sy)

Si = Sy Y- LS (ITP)
oder

Si = Smi1) M- M Smexi (9TP)

Falls alle f monoton sind, finden wir nach
endlich vielen Schritten einen Fixpunkt
(aufsteigende Kettenbedingung).



gfp vs. Ifp

Grofter Fixpunkt

Beginne mita, ® T fur alle |

f(Sqs --e sp) = Smin M TS miki
P alle f; sind monoton fallend

Kleinster Fixpunkt
Beginne mita, ® ~ fur alle |
fi(Sq, - s?) = S, U U Sk
b alle f; sind monoton steigend



Andere Verbande

Bitfelder
beliebig exakt
Clustering der Wertemenge denkbar
ineffizient fur grof3e Wertemengen

Mehrfachintervalle
beliebig exakt
ungunstig fur Randfalle
schwierig zu formalisieren



Probleme

Unscharfe der abstrakten Wertemenge
Berechnungsaufwand
Aliasing
Zeiger, Referenzen, Aquivalenzen
Parameter in Funktionsaufrufen

Effekte wie z.B. Timing in Multithread-
Systemen schwer abstrakt vorhersagbar



Noch Fragen?




