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1 Einfithrung

Das System des natiirlichen Schlielens ist ein deduktives Beweissystem fiir aussagenlo-
gische Formeln. Das Kalkiil erlaubt uns die Ableitung von aussagenlogischen Formeln
aus einer Menge von Pramissen und die Verifikation der Korrektheit von Aussagen wie
z.B. “Wenn es regnet, werde ich naf. Ich bin nicht naf. Folglich hat es nicht geregnet.*.

Um das zu bewerkstelligen, bietet uns das Kalkiil eine Menge von Inferenzregeln an.
Durch Anwenden dieser Regeln auf eine Menge von Pramissen, erhalten wir neue abgelei-
tete aussagenlogische Formeln, die bei wiederholter Anwendung ebenfalls als Pramissen
verwendet werden konnen.

Wollen wir nun beweisen, dass sich eine Aussage ¢ aus einer Menge von Pramissen
é1, P2, - . -, On, die wir im folgenden als A bezeichnen, ableiten ldsst, schreiben wir:

AbF

Nun miissen wir probieren, durch Verwendung der Pramissen und Anwendung der
Inferenzregelen die Konklusion ¢ zu erhalten. Wenn uns dies gelingt, haben wir im
System des natiirlichen Schlieens einen Beweis fiir A F 1 gefunden und sagen, dass
A 9 giiltig ist.

Definition 1. A bezeichnet die Menge der Pramissen und wird, wenn explizit angegeben,
in der Form A= {¢1,02,...,Pn} notiert.

Definition 2. FEine endliche Sequenz von AF 1, AF o, ..., AF 1, ist ein Beweis
der aussagenlogischen Formel 1 mit den Prdmissen A, genau dann wenn:

1. wn:¢

2. Vi:0<i<mn: Die Formel 1; ist entweder eine Primisse der Menge A oder wurde
aus einer Inferenzregel abgeleitet.

Definition 3. A v ist giiltig, genau dann wenn es einen Beweis fir A& 1 im System
des natiirlichen Schlieffens gibt.



2 Regeln

Wir unterscheiden zwischen 4 Arten von Regeln

Basisregeln:

Annahmeregel Fiir alle A gilt, wenn ¢ € A:

Annahmeregel

A ¢

Strukturelle Regeln:

Abschwidchung Fiir alle A, ¢ und ¢ gilt:

Al ¢

————Abschwich
YR bschwéchung

Induktive Inferenzregeln:

Konjunktionseinfiihrung Fiir alle A, ¢ und ¢ gilt:

Ak ¢ Ay

Arong N

Konjunktionsbeseitigung Fiir alle A, ¢ und v gilt:

G Ar
Disjunktionseinfiihrung Fiir alle A, ¢ und ¢ gilt:
m Vi m V i
Disjunktionsbeseitigung Fiir alle A, ¢, und yx gilt:
AFoVvyYy AopbEx AyYEx Ve

AbEx

Implikationseinfithrung Fiir alle A, ¢ und ¢ gilt:

Aot

Arosg °



Implikationsbeseitigung Fiir alle A, ¢ und ¢ gilt:

AF o= AL ¢
Ak

=€

Negationseinfiihrung Fiir alle A und ¢ gilt:

Aok L
AF =

-7

Negationsbeseitigung Fiir alle A und ¢ gilt:

AbE —¢ Al ¢
A L

-e

Bottom-Beseitigung Fiir alle A und ¢ gilt:

AL

Ar e ¢

Doppelte Negationsbeseitigung Fiir alle A und ¢ gilt:

Ab =g
AF ¢

e

Abgeleitete Regeln: Einige abgeleitete Regeln, die wir im weiteren Verlauf benétigen

Doppelte Negationseinfithrung Fiir alle A und ¢

Abo
AF ¢

-7

Beweis der Regel der doppelten Negationseinfithrung: Es gelte A - ¢

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Voraussetzung
2. Ao F ¢ Annahmeregel
3. A —-¢ F ¢ Abschwéchung 1
4. A-o F L —e 2,3
5. A F =0 —i 4



Beweis durch Widerspruch Fiir alle A und ¢ gilt:

A -oF L

Ak ¢

BdW

Beweis der Regel Beweis durch Widerspruch: Es gelte A, —¢ F L

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A - F L Voraussetzung
2. A F =0 =i 1
3. A+ ¢ ——e 2

Gesetz des ausgeschlossenen Dritten Fiir alle A und ¢ gilt:

AF 6V —¢ GdaD

Beweis des Gesetzes des ausgeschlossenen Dritten:

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung

1. A, =(6V—9) F —(é6V—-¢) Annahmeregel

2. A—(oV—d), g B g Annahmeregel

3. A —(pV—9),—md F ¢ ——-e 2

4. A, —(¢pV—9),m¢p F oV Vi 3

5. A, =(pV —9¢),m—¢ F —(¢pV-¢) Abschwichung 1

6. A-(pV—g),—mp F L —e 5,4

7. A, =(pV-9) F = BdW 6

8. A =(pVg) E Vg Vig 7

9. A=(pV—e) F L —-e 1,8

10. A F oV—o BdW 9
3 Beispiele
L ¢=v,"F -9
Es gelte A = {¢ = ¢, )}
Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung

1. Ao + —p Annahmeregel
2. Ao + o= Annahmeregel
3. Ao F ¢ Annahmeregel
4. Ao F ¥ =e2,3
5. Ao F L —e 1,4
6. A F ¢ -5



2. =(pAg)F—pV—q
Es gelte A= {=(pAq)}.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A, —(-pV—-q) F pV-p GdaD
2. A, =(=pV —q),p F qV—q GdaD
3. A, ~(-pV-—q),pg F p Annahmeregel
4. A ~(-pV—g).p.qg F ¢ Annahmeregel
5. A-(-pV-q),p,q b pAgq Ni 3,4
6. A-(-pV-g),pg F ~(pAq) Annahmeregel
7. A-(-pV-q),pq b L —e 6,5
8. A, -(-pV —'q) p,mqg B g Annahmeregel
9. A -(-pV-q),p,~q F —pV-q Vig 8
10. A, =(=-pV —q),p,~q + —(—-pV —-q) Annahmeregel
11. A, —(-pV—q),p,~q F L -e 10,9
12. A =(=pV-q),p F L Ve 2,7,11
13. A, =(=pV —q),-p F -p Annahmeregel
14. A, =(—pV—q),p F —pV-q Vip 13
15. A, =(=pV —q),-p F =(-pV —q) Annahmeregel
16.  A,—~(-pV-q),—-p F L —e 15,14
17. A ~(=pV—g) F L Ve 1,12,16
18. A F —pV-—gq BdW 17

4 Korrektheit

Nun kénnen wir mithilfe der Regeln aussagenlogische Formeln im System des natiirlichen
Schlielens verifizieren und neue aussagenlogische Formeln ableiten. Wenn wir fiir A - v
einen Beweis gefunden haben, kénnen wir aber noch nicht sagen, dass ¢ aus A folgt.
Diese Eigenschaft nennen wir Korrektheit.

Definition 4. Sei A eine Menge von aussagenlogischen Formeln. Sei i eine aussagen-
logische Formel. Wenn bei jeder Belequng, in der alle aussgenlogischen Formeln in A
den Wahrheitswert TRUE annehmen, ¢ ebenfalls den Wahrheitswert TRUE annimmd,
dann sagen wir ¢ folgt aus A und schreiben:

AR
Definition 5. A |= 1 bezeichnen wir als korrekte Inferenz.

Wenn A eine endliche Menge ist, dann kénnen wir A |= ¢ auch als allgemeingiiltige
Implikation der Form A = v auffassen. Zu beachten ist, dass die einzelnen aussagenlogi-
schen Formeln in A bei expliziter Notation durch Konjunktionen miteinander verbunden
werden miissen.

Damit das System des natiirlichen Schlieflens korrekt ist, muss gelten: Wenn A F 9
giiltig ist, dann folgt daraus A = 1.



Theorem 1. Sei A eine Menge von aussagenlogischen Formeln, die wir als Prdamissen
bezeichnen. Sei v ebenfalls eine aussagenlogische Formel. Wenn A\ ) giiltig ist, dann

gilt A = 1.

Zu zeigen ist, dass jeder Beweis eine korrekte Inferenz impliziert. Dies geschieht durch
strukturelle Induktion iiber die Linge des Beweises. Ein Beweis ist eine Liste der Form:

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Annahmeregel
2. .A F ¢1 V ¢ Vi 1
n. N Regel

Induktionsanfang: Wenn der Beweis die Lénge 1 = 1 hat, dann kann nur die Annah-
meregel angewendet worden sein, da diese Regel keine Vorbedingungen hat:

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A+ 9 Annahmeregel

Daraus folgt ¢ € A. Daraus folgt unmittelbar A = 1, womit der Induktionsanfang
bewiesen worden wire.

Induktionsannahme: Fiir alle n < [ gilt, dass ein Beweis der Lénge n eine korrekte
Inferenz impliziert.

Induktionsschritt: Existiere fiir A F 1 ein Beweis der Lénge [, dann gilt A = 9.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Annahmeregel
2. A = ¢1 V ”L/J Vi 1
l. A F Regel

Alle Zwischenschritte des Beweises sind wiederum Beweise und implizieren aufgrund der
Induktionsannahme korrekte Inferenzen. Deshalb ist, was zwischen der 1. und der [. Zeile
passiert, nicht von Belang. Wichtig ist, welche Regel im letzten Schritt angewendet wurde
und womit sie begriindet wurde. Da wir nicht wissen kénnen, welche Regel angewendet
wurde, muss die Korrektheit fiir jede Regel gezeigt werden.

Ai: Als letztes wurde die Regel der Konjunktionseinfithrung angewendet. Damit hat
die Form ¢,, A ¢,. Damit die Regel angewendet werden kann, miissen ¢,, und
¢ vor der Zeile | bewiesen worden sein. Seien die Zeilen, in denen ¢, und ¢,
bewiesen wurden, m und n. Da m,n < [ gilt, folgt aus A F ¢,, und A F ¢, nach
Induktionsannahme A = ¢,, und A = ¢,. Da ¢, und ¢, wahr sind, wenn die
Préamissen erfiillt sind, so ist auch ¢y, A ¢, wahr. Das impliziert A = ¢, A ¢y,



Ne:

Vi:

Ve:

= i

= €.

Als letztes wurde die Regel der Konjunktionsbeseitigung angewendet. Um die Regel
anwenden zu kénnen, muss eine Formel der Form A F ¢ A ¢,,, oder A ¢, A9 in
einer Zeile m mit m < [ bewiesen worden sein.

1. AF Y A ¢p: Aus der Induktionsannahme folgt A = 1 A ¢y,,. Daraus folgt
unmittelbar A = 1, da ¢ wahr ist, wenn ¢ A ¢, wahr ist.

2. AF ¢ Ap: Analog

Als letztes wurde die Regel der Disjunktionseinfithrung angewendet. Damit hat
entweder die Form ¢,, V ¢ oder ¢ V ¢,,,. Die Anwendung der Regel impliziert, dass
A ¢y, in einer Zeile m mit m < | bewiesen wurde. Aus der Induktionsannahme
folgt A = ¢u,. Da eine Disjunktion wahr ist, wenn mindestens eine der beiden
aussagenlogischen Formeln wahr ist, so gilt auch A = ¢, V ¢ und A = ¢ V ¢p,.

Als letztes wurde die Regel der Disjunktionsbeseitigung angewendet. Die Anwen-
dung der Regel impliziert, dass A F 11 V 12 in einer Zeile m mit m < [ bewiesen
wurde. Des Weiteren muss unter der zusétzlichen Annahme von 77 A, 11 F ¢ und
unter der zusétzlichen Annahme von 75 A, 19 F 1 in 2 Zeilen e1 und es mit eq, e < I
bewiesen worden sein. Aus der Induktionsannahme folgt A = n1 Vo, A, = 9
und A, 72 = 1. 1 ist wahr, wenn die Pramissen und n; oder 7o wahr sind. Da 7
oder 7o wahr sind, wenn die Pramissen wahr sind, folgt daraus A = 1.

Als letztes wurde die Regel der Implikationseinfithrung angewendet. Damit hat
die Form ¢,, = ¢,,. Die Anwendung der Regel impliziert, dass A, ¢,, - ¢y, in einer
Zeile n mit n < [ bewiesen wurde. Aus der Induktionsannahme folgt A, ¢, = ¢n.
Daraus folgt unmittelbar A = ¢, = ¢n.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen A |= ¢, = ¢, wire nicht wahr, dann
miisste es eine Belegung geben, bei der die Prémissen wahr sind und die Konklusion
falsch ist. Die Konklusion wird nur falsch, wenn ¢,,, wahr ist und ¢,, falsch ist. Das

steht aber im Widerspruch zu A, ¢, = ¢n. O

Als letztes wurde die Regel der Implikationsbeseitigung angewendet. Damit hat
die Form ¢,. Die Anwendung der Regel impliziert, dass A F ¢,, = ¢, in einer
Zeile n mit n < [ und A F ¢,, in einer Zeile m mit m < [ bewiesen wurden. Aus der
Induktionsannahme folgt A = ¢, = ¢, und A |= ¢p,,. Daraus folgt unmittelbar

A= .

Beweis durch Widerspruch. Angenommen A |= ¢, wire nicht wahr, dann miisste
es eine Belegung geben, bei der die Pramissen wahr sind und die Konklusion falsch
ist. Sei A wahr und ¢, falsch. A = ¢,, impliziert, dass ¢,, wahr ist. Wenn ¢,,
wahr ist und ¢,, falsch, dann ist ¢,, = ¢,, ebenfalls falsch, was im Widerspruch zu
A E ¢, = ¢y, steht. O]
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Als letztes wurde die Regel der Negationseinfiihrung angewendet. Damit ist 1 = —¢.
Die Anwendung der Regel impliziert, dass A,¢ F L in einer Zeile m mit m < I
bewiesen wurde. Aus der Induktionsannahme folgt A, ¢ = L. Daraus folgt, dass
A, ¢ immer falsch ist. Folglich ist die Annahme, dass ¢ gilt falsch und es gilt

AE -,

Als letztes wurde die Regel der Negationsbeseitigung angewendet. Damit ist ¢ = L,
wobei die semantische Bedeutung von 1 FALSE entspricht. Die Regelanwendung
fordert, dass man A + ¢ und A F —¢ zuvor bewiesen hat. Seien die Zeilen der
Ableitung m und n mit m < ! und n < [. Aus der Induktionsannahme folgt A = ¢
und A = —¢. Da eine Aussage und ihre Negation niemals gleichzeitig wahr sein
konnen, sind diese beiden Aussagen nur wahr, wenn die Pramissen niemals wahr
werden. Das impliziert A = L.

: Als letztes wurde die Regel der doppelten Negationsbeseitigung angewendet. Da-
mit hat v die Form ¢,,. Die Anwendung der Regel impliziert, dass A F ==y,
in einer Zeile m mit m < [ bewiesen wurde. Aus der Induktionsannahme folgt
A | ——¢y,. Aus der Semantik der doppelten Negation folgt unmittelbar A = ¢,.

Als letztes wurde die Regel der Bottom-Beseitigung angewendet. Damit kann )
eine beliebige Formel sein. Die Regel bedingt, dass A F L in einer Zeile m mit
m < [ zuvor abgeleitet wurde. Aus der Induktionsannahme folgt, dass A = L
wahr ist. Das kann nur der Fall sein, wenn die Prémissen niemals wahr werden.
Wenn bei einer Implikation die Pramissen falsch sind, so ist die Implikation immer
wahr. Deshalb kann als Konklusion jede Formel stehen. Daraus folgt unmittelbar

Al .
O

Damit ist die Korrektheit des Systems des natiirlichen Schlielens bewiesen. Mit dem
System des natiirlichen Schlieflens kénnen wir nicht zeigen, dass eine Ableitung A F v
nicht giiltig ist, was jedoch mit der Eigenschaft der Korrektheit gelingt. Aus (A F ) =
(AEY) =-(AEY) = -(AF ) folgt, dass wir lediglich eine Belegung finden miissen,
bei der A den Wahrheitswert TRUE und ¢ den Wahrheitswert FALSE annimmt, um zu
beweisen, dass A F 1 nicht giiltig ist.

5 Vollstandigkeit

Unter der Vollstéandigkeit des Systems des natiirlichen Schlielens verstehen wir, dass zu
jeder korrekten Inferenz ein Beweis im System des natiirlichen Schlielens existiert. Die
Eigenschaft der Vollstandigkeit wollen wir nun beweisen.

Theorem 2. Sei B eine Menge von aussagenlogischen Formeln, die wir als Prdamissen
bezeichnen. Sei ) eine aussagenlogische Formel. Wenn B |= 1 gilt, dann ist B+ 1 giiltig.



Der Beweis besteht aus 3 Schritten.

1. By = EB=¢v¢
2. EB=v¢v = FB=¢%
3. FB=vYy = Bk

Im folgenden soll gelten: T steht fiir den Wahrheitswert TRUE und F steht fiir den
Wahrheitswert FALSE.

1. Schritt Zu zeigen: (B =) = (F B = ).
Beweis durch Fallunterscheidung. Es gilt B |= 1.
e Sei B=T. Aus B = v folgt dann ¢ = T'. Daraus folgt B= 19 =T.
e Sei B=F. Daraus folgt B=¢y =1T.
Folglich gilt (B =) = (= B = v). O

2. Schritt

Definition 6. Fine aussagenlogische Formel v ist ein Theorem, genau dann wenn ein
Beweis At mit A =0 existiert.

Definition 7. Fine aussagenlogische Formel 1 ist eine Tautologie, genau dann wenn
sie unter allen Belegungen den Wert T annimmt, d.h. = .

Theorem 3. Wenn = v gilt, dann ist = 1 giiltig. Das bedeutet, wenn ¢ eine Tautologie
ist, dann ist 1 ein Theorem.

Um diese Implikation zu zeigen, ist zuerst ein Zwischenschritt notwendig. Angenom-
men die Formel 3 besteht aus p1,ps,...,p, atomaren Aussagen, dann hat ihre Wahr-
heitstabelle genau 2™ Eintrage. Nun zeigen wir, dass wir zu jeder Zeile der Wahrheits-
tabelle einen Beweis fiir ¢ mit den Belegungen der atomaren Aussagen als Pramissen
konstruieren kénnen. Anschliefend zeigen wir, dass wir aus den einzelnen Beweisen einen
Beweis fiir ¢ erhalten.

Lemma 1. Sei ¢ eine aussagenlogische Formel, die nur aus den atomaren Aussagen
D1,P2, ..., Pn besteht. Fir alle Zeilen der korrespondierenden Wahrheitstabelle von
existiert entweder eine Ableitung der Form A; b 1, wenn ¢ in der Zeile | den Wahr-
heitswert T hat, oder A; = —p, wenn ¢ in der Zeile | den Wahrheitswert F hat, mit
1<1<2" A = {p1,p2,-..,Dn} bezeichnet die Menge der atomaren Aussagen in der
Zeile l. Fir alle 1 < i < n gilt: Wenn p; den Wahrheitswert T in der Zeile | hat, dann
ist p; = p;. Wenn p; den Wahrheitswert F in der Zeile | hat, dann ist p; = —p;.

Wir beweisen dies durch strukturelle Induktion iiber die Hohe h des Parsetrees der
Formel .



Induktionsanfang: Fiir h = 1 gilt: Die Formel ¢ kann nur aus einer atomaren Aussage
p bestehen. Da ¢ T oder F sein kann, ist zu zeigen, dass A; - p mit A; = {p} und
A+ =p mit A; = {-p} gelten.

A Epr A = {p}
Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A+ p Annahmeregel
A F—pr Ay = {-p}
Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A+ —p Annahmeregel

Induktionsannahme: Fiir alle Formeln v’ der Hohe b’/ mit A’ < h existiert entweder ein
Beweis fiir A’} -4’ oder A’} = =, wobei A’} C A;, so dass A’; alle atomaren Aussagen
von 1" enthélt, und 1’ eine Teilformel von 1) ist.

Induktionsschritt: Sei ¢ eine aussagenlogische Formel der Hoéhe h, dann gibt es einen
Beweis fiir A; F 1 oder A; F —1p. Da wir die genaue Struktur der Formel 1 nicht kennen,
muss die Induktion fiir jeden méglichen Operator durchgefiihrt werden. Im Weiteren
bezeichnet A die Pramissen aus genau einer Zeile der Wahrheitstabelle.

—: 9 ist von der Form —¢. Da — ein unédrer Operator ist, ist die Menge der atomaren
Ausdriicke von ¥ und ¢ gleich. Weil ¥ den Wert T und F annehmen kann machen
wir eine Fallunterscheidung.

1. ¢ nimmt den Wert T an. Daraus folgt, dass ¢ den Wert F annimmt. Aus der
Induktionsannahme folgt, dass es einen Beweis fiir A - —¢ gibt. Aus dem
Beweis A F ¢ folgt unmittelbar A F 1.

2. 1 nimmt den Wert F an. Daraus folgt, dass ¢ den Wert T annimmt. Aus der
Induktionsannahme folgt, dass es einen Beweis fiir A F ¢ gibt. Wenn wir auf
diese Ableitung die Regel ——i anwenden, dann erhalten wir A F ——¢. Mit
1) = —¢ folgt daraus unmittelbar A = —).

Im folgenden werden wir bindre Operatoren betrachten. Demzufolge ist 1) = ¢10¢9
mit o gleich =, A oder V. Sei B die Menge der auftretenden atomaren Aussagen
in ¢1 und C die Menge der auftretenden atomaren Aussagen in ¢9, dann gilt B C
A CC Aund A = BUC. Wenn B F ¢ gilt, dann kann man die Menge der
Pramissen B gemifl der Abschwichungsregel um A\ B erweitern und erhilt einen
Beweis fiir A F ¢1, da alle fiir den Beweis notwendigen Pramissen bereits in B
enthalten sind. Selbiges gilt fiir C - ¢o. Daher kénnen wir nach der Anwendung
der Induktionsannahme die Pramissenmengen B und C durch A ersetzen.

A: 1) ist von der Form ¢ A ¢9. Da ¢1 und ¢ die Werte T oder F annehmen konnen,
machen wir eine Fallunterscheidung.

10



1. ¢1 nimmt den Wert T und ¢2 nimmt den Wert T an. Folglich nimmt 1) eben-
falls den Wert T an. Aus der Induktionsannahme und der Ai Regel erhalten
wir unmittelbar die Behauptung A = ¢1 A ¢o.

2. ¢1 nimmt den Wert F und ¢2 nimmt den Wert T an. Folglich nimmt ¢ den
Wert F an. Aus der Induktionsannahme folgt A - —¢1 und A F ¢o. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A F —(¢1 A ¢2) folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F = Induktionsannahme
2. A1t Nda = =1 Abschwichung 1
3. A1 N2 F ¢1 Ao Annahmeregel
4. A, o1 N2 B ¢y Nep 3
5, A, o1t N2 = L —e 2,4
6. A (g1 Ag2) —ib

3. ¢1 nimmt den Wert T und ¢ nimmt den Wert F an. Folglich nimmt ¢ den
Wert F an. Aus der Induktionsannahme folgt A F ¢1 und A F —¢s. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A F —(¢1 A ¢2) folgt. Beweis analog zu Fall 2, nur mit
P9 statt ¢q.

4. ¢1 nimmt den Wert F und ¢o nimmt den Wert F an. Folglich nimmt ¢ den
Wert F an. Aus der Induktionsannahme folgt A+ —¢; und A —¢s. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A - —(¢p1 A ¢2) folgt. Beweis analog zu Fall 2.

V: 9 hat die Form ¢1 V ¢2. Da 1 in Abhéngigkeit von ¢; und ¢ die Werte T oder F
annimmt, machen wir eine Fallunterscheidung.

1. ¢1 nimmt den Wert T und ¢2 nimmt den Wert T an. Folglich nimmt ) eben-
falls den Wert T an. Aus der Induktionsannahme folgt A+ ¢ und A ¢s.
Nun ist zu zeigen, dass daraus A F ¢1 V ¢ folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Induktionsannahme
2. A F o1V Vi 1

2. ¢1 nimmt den Wert F und ¢2 nimmt den Wert T an. Folglich nimmt ¢ den
Wert T an. Aus der Induktionsannahme folgt A F —¢1 und A F ¢o. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A F ¢1 V ¢o folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Induktionsannahme
2. A F ¢1Vaoo Vig 1

3. ¢1 nimmt den Wert T und ¢ nimmt den Wert F an. Folglich nimmt ¢ den
Wert T an. Aus der Induktionsannahme folgt A F ¢1 und A F —¢o. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A F ¢1 V ¢9 folgt. Beweis analog zu Fall 1.

11



4. ¢1 nimm den Wert F und ¢o nimmt den Wert F an. Folglich nimmt auch
den Wert F an. Aus der Induktionsannahme folgt A F —=¢; und A F —¢s.
Nun ist zu zeigen, dass daraus A = =(¢1 V ¢2) folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
L. A F ¢ Induktionsannahme
2. A Induktionsannahme
3. A g1V B g Abschwéchung 1
4. A, p1 Voo B =g Abschwichung 2
5. A1V oa B d1 Voo Annahmeregel
6. A1V, 1 F ¢y Abschwichung 3
T AH Ve, B ¢ Annahmeregel
8. A, o1V, 01 L —-e 6,7
9. A, o1V g2, 02 F —go Abschwichung 4
10. A, ¢1 Vo, 2 F @2 Annahmeregel
1. A g1V, F L -e 9,10
12. Ap1Ver B L Ve 5,8,11
13. A F (V) —il2

=: ¥ hat die Form ¢; = ¢2. Der Wert von ¢ ist abhéngig von der Belegung von ¢; und
¢2. Deshalb machen wir eine Fallunterscheidung.

1. ¢1 nimmt den Wert T und ¢2 nimmt den Wert T an. Folglich nimmt ¢ den
Wert T an. Aus der Induktionsannahme folgt A - ¢1 und A F ¢o. Nun ist zu
zeigen, dass daraus A F ¢1 = ¢ folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Induktionsannahme
2. Ad1 F @9 Abschwiichung 1
3. A+ o1 = P9 =12

2. ¢1 nimmt den Wert F und ¢2 nimmt den Wert T an. Folglich nimmt v den
Wert T an. Aus der Induktionsannahme folgt A F —¢1 und A F ¢o. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A ¢1 = ¢9 folgt. Beweis analog zu Fall 1.

3. ¢1 nimmt den Wert T und ¢ nimmt den Wert F an. Folglich nimmt ¢ den
Wert F an. Aus der Induktionsannahme folgt A F ¢1 und A+ —¢o. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A - (¢ = ¢9) folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F ¢ Induktionsannahme
2. A F =g Induktionsannahme
3. A,p1 = 2 F 1= ¢2 Annahmeregel
4. Ap1 =2 ¢ Abschwichung 1
5. Ao = d2 = —do Abschwiichung 2
6. Ap1 = d2 F @2 = e 3,4
T Agr=d2 F L —e 5,6
8. A F (1= ¢2) i 7
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4. ¢1 nimmt den Wert F und ¢2 nimmt den Wert F an. Folglich nimmt  den
Wert T an. Aus der Induktionsannahme folgt A F —¢1 und A F —¢o. Nun ist
zu zeigen, dass daraus A F ¢1 = ¢o folgt.

Zeilennr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
1. A F =g Induktionsannahme
2. A dr B =g Abschwéchung 1
3. Ao F ¢ Annahmeregel
4. Ao L —e 2,3
D. .A, (251 + ¢2 le4
6. A+ 01 = @2 =15

O
Mit diesem Verfahren ermitteln wir den Beweis fiir - B = ¢ wie folgt. Zuerst stellen
wir die Wahrheitstabelle auf, in der jede Zeile fiir B = 1 den Wert T enthilt, da
B = 9 eine Tautologie ist. Folglich erhalten wir fiir jede Zeile einen Beweis der Form
A; F B = 1, wobei es fiir jede mogliche Belegung der atomaren Aussagen einen Beweis
gibt. Nun miissen wir aus den 2" Beweisen einen Beweis fiir - B = ¢ konstruieren. Das
Verfahren soll nun exemplarisch fiir die Formel p A (¢ V —p) dargestellt werden. Aus der
Wahrheitstabelle von p A (¢ V —p) ergeben sich folgende Ableitungen:

p,g = pA(qV—p)
-p,q = pA(qV-p)
p,~q = pA(qV-p)
-p,mq = pA(qV-p)

Um die Prémissen zu eliminieren, wenden wir fiir jede atomare aussagenlogische For-
mel das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten (GdaD) an. Anschliefend nutzen wir die
Disjunktionsbeseitigung, um zu zeigen, dass aus allen Beweisen der einzelnen Zeilen der
priamissenlosen Beweis der Formel folgt. Im weiteren gilt A = ().

Znr. Annahmemenge Konklusion Regel
1. A F pV-p GdaD
2. Ap F qV—q GdaD
3. A,p,qg F pA(qV-p) Zeilenbeweis
4. A,p,—mq F pA(qV-—p) Zeilenbeweis
5. Ap F pA(qV-p) Ve23,4
6. A-p F qV—q GdaD
7. A,—-p,q F pA(qV-p) Zeilenbeweis
8. A, —p,—~q + pA(qV-p) Zeilenbeweis
9. A-p F pA(gV-p) Veb6,7,8
10. A F pA(gV-p) Vvel59

Dieses Verfahren funktioniert fiir jede Tautologie. Angewendet auf B = 1), liefert uns

dieses Verfahren einen Beweis von - B = 1.
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3. Schritt Im letzten Schritt miissen wir zeigen, dass aus - B = ¢ B F 4 folgt. Dies
geschieht, in dem wir B als Pramisse annehmen und dann die = e Regel auf B+ B = 9
anwenden. Dann erhalten wir einen Beweis fiir B I 1.

Korollar 1. Sei B eine Menge von aussagenlogische Formeln, die wir als Prdmissen
bezeichnen. Sei v eine aussagenlogische Formel. Dann gilt: Wenn B |= 1 gilt, genau
dann existiert ein Beweis fiir B F 1.

Durch die Korrektheit und die Vollsténdigkeit des Systems des natiirlichen Schlielens
konnen wir beliebig zwischen der semantischen Betrachtungsweise und dem System des
natiirlichen Schlielens wechseln. Z.B. kénnen wir, um zu zeigen, dass A = 1 semantisch
gliltig ist, einen Beweis fiir die Ableitung A F ¢ finden.
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7 Zum Ausprobieren

e Domino on Acid (http://www.winterdrache.de/freeware/domino/) ist ein Domi-
nospiel, bei dem man Beweise im System des natiirlichen Schlieffens konstruiert.
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