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1 Was ist ein egalitires Gewicht?

Sei Z,, der Restklassenring ganzer Zahlen modulo m, m € Z, m > 2. Die
Elemente von Z,, werden mit [z] bezeichnet, wobei x € Z ist. Bekanntlich gilt
[z] = [y] fiir zwei Elemente aus Z,,, genau dann, wenn gilt: m teilt y—2z. Dies wird
auch m|y — x geschrieben. Eine andere Schreibweise fiir denselben Sachverhalt
ist z = y (mod m), in Worten: x und y sind kongruent modulo m. Bei Honold [1]
findet sich folgende Definition:

Definition 1 (Egalitires Gewicht) FEin egalitires Gewicht auf Z,, ist eine
reelwertige Funktion
w: Ly — R

mit den folgenden Figenschaften:

W1 Vz € Zy, :w(z) >0,

W2 Vz€Zpy :w(z) =0<= z=10],
W3 Vz € Zyp, : w(z) = w(—2),

Wi Va,y € Zyn  w(o +y) < (@) +w(y)

E Es existiert ( € R (der Normierungsfaktor von w), so dass fir alle Unter-
gruppen U, U # {[0]} von Z,, gilt:

zeU
Ist dabei ( =1, so heisst w normiert.
Gilt ausserdem noch

EA es existiert ( € R, so dass fiir alle Nebenklassen x + U, x € Z,,, U Unter-
gruppe von Ly, U #£ {[0]}, gilt:

> wiz)=¢

zex+U

so heisst w vollstandig egalitdr. Der Raum aller egalitiren Gewichte auf Zi,
heisst e(m). Der Raum aller vollstindig egalitiren Gewichte auf Z, heisstes(m).



Jedes vollstiindig egalitire Gewicht ist also ein egalitires Gewicht, oder, anders
ausgedriickt, £4(m) C e(m).

Der Einfachheit halber soll im weiteren der Ausdruck w([z]), mit w € £(m) und
x € Z, einfacher geschrieben werden als w(z).

Beispiel 1 Es soll £(2) bestimmt werden. Ist der Normierungsfaktor ¢ fiir ein
w € g(m) gleich null, so ist w(z) = 0 Vz € Z,,, w muss dann also das Nullgewicht
sein. Gilt ¢ # 0, so ist %w ein normiertes Gewicht. Zur Bestimmung von €(m)
kann man sich daher darauf beschriinken, alle normierten Gewichte aus e(m)
aufzuzihlen. Sei nun also w ein normiertes Gewicht aus £(2). Nach W1 und
W2 gilt w(0) = 0,w(l) > 0. W3 greift fiir m = 2 noch nicht, da [0] = —[0]
und [1] = —[1] ist. Die beiden Untergruppen von Zs sind {[0]} und {[0], [1]}, E
fithrt auf die Gleichung w(0) + w(1) = 2. Es kann also hochstens ein normiertes
Gewicht in €(2) geben: w(0) = 0, w(l) = 2. Dass dieses Gewicht auch W4
geniigt, lasst sich leicht {iberpriifen.

Beispiel 2 Ist 6 ein Teiler von m, so enthilt €(m) nur das Nullgewicht. Denn
sel w ein normiertes Gewicht aus e(m). Dann muss w wegen W4 die Bedingung
w(®) = w® + %) < 2-w() erfiillen. Gleichzeitig fiihrt aber E zu dem
Gleichungssystem

w(0) +w(Zy =2

2
w(0) +w(3) +w() =3
w0 + () + w5 + o) +u(Eh + () =6

Wegen W2 gilt nun w(0) = 0, wegen W3 ist w(’2) = w(22) und w(%) = w(32).
- 3

Aus dem obigen Gleichungssystem resultiert daher w(Z) = 1 und w(%) =

Aber es ist % >2- %, und dies ist ein Widerspruch zur obigen Bedingung.

2 Der Computer mischt mit

Sei nun w : Z,, — R gegeben. Was sind hinreichende und notwendige Be-
dingungen dafiir, dass w ein egalitdres Gewicht ist? Zur Formulierung dieser
Bedingungen dient

Definition 2 Fir m € Z, m > 2, ist die Abbildung k., : Zypy — Ly, definiert
durch
ﬁm(z):{ z  falls z € {[0],[1],....[[ 2]}

—z sonst

Geht m aus dem Kontext hervor, so wird im folgenden die Bezeichnung k anstel-
le von Ky, verwendet. Desweiteren konnen in Ausdriicken wie k([z]) die eckigen
Klammern weggelassen werden, es kann also auch einfach k(x) stattdessen ge-
schrieben werden.

Fiir k gelten zwei offensichtliche, aber dennoch wichtige Eigenschaften:

k(z) = k(—2) Vz € Ly, (1)
w(k(z)) = w(z) Yw € e(m), 2 € Zy,. (2)



Die Unterscheidung zwischen Restklassen und ganzen Zahlen ist ldstig, aber sie
ist niitzlich, um nicht durcheinander zu kommen, deshalb noch eine Vereinba-
rung: Die Funktion 7,, : Z,, — Z bildet eine Restklasse auf einen Repréisentan-
ten der Restklasse ab, und zwar so, dass fiir alle z € Z,,, die Ungleichungskette
0 < 7(z) < m gilt. Ist m klar, so schreibe ich auch hier immer einfach 7 anstelle
VOn Tyy.

Der folgende Satz bringt die Axiome fiir ein egalitires Gewicht in eine Form,
die geeigneter ist fiir die Berechnung von &(m).

Satz 1 Seien x4, ... T m | nichtnegative reelle Zahlen. Dann wird durch
2

w(0) =0,
w(z) :m‘r(n(i)) Vi= 1,...,m— 1

genau dann ein normiertes egalitires Gewicht w € e(m) definiert, wenn gilt:

I Fir alle echten positiven Teiler d von m gilt:

m_

D Tr(u(di)) = %

=1

II Fiir alle a, b, ¢ mit 1 < a,b,c < L%J, a#b,a#tc,a=71kb+c)Va=
T(k(b—1¢)), b < c gilt:
T, < xp + 0.

Den analogen Sachverhalt fiir vollstindig egalitire normierte Gewichte erhdilt
man, wenn I durch 14 ersetzt wird:

IA Fir alle echten positiven Teiler d von m und fir allea € Z mit 0 < a <m
gilt:
m_1
m
Z Lr(s(atdd)) = 7
i=0

Dabei ist xg = 0 zu setzen.

Kurz: Zur Bestimmung aller w € e(m) 16st man die in I und IT aufgefithrten
Gleichungen und Ungleichungen in x4, ..., T|m |- Der Beweis ergibt sich gera-
2

dewegs aus den Definitionen unter Beachtung zweier Dinge:

® Z,, ist zyklisch von der Ordnung m, daher sind auch alle Untergruppen
von Z,, zyklisch von einer Ordnung, die m teilt.

o w(z+y) <w(@) +wly) &= wk(z +y) <wk(@)) +w(ky)).

Beispiel 3 Auf diese Weise wird nun £(4) bestimmt. Die positiven echten Teiler
von 4 sind 1 und 2, I liefert also:

1+ a9+ =4
.%‘2:2



> taukappa := proc(m,n) min(n mod m, -n mod m): end:

> GlE := proc(x,m) local S,d,g,i: S:=[]: for d from 1 to m-1
do if (m mod d = 0) then g := 0: for i from 1 to m/d-1 do g :=
gtx[taukappa(m,d*i)] od: g := g = m/d: S := [op(S), gl fi: od:
{op(8)} end:

> GlVE := proc(x,m) local S,d,a,g,i,index: S:=[]: for d from
1 to m-1 do if (m mod d = 0) then for a from O to m-1 do g

:= 0: for i from O to m/d-1 do index := taukappa(m,a+d*i):

if (index > 0) then g := g+x[index] fi od: g := g =m/d: S :=
[op(8), gl od fi: od: {op(8)} end:

> UGl := proc(x,m) local S,M,al,a2,b,c: S:= []: M :=
floor(m/2): for b from 1 to M do for ¢ from b to M do al :=
taukappa(m,b+c): if (al <> 0 and al <> b and al <> c) then

S := [op(8),x[al] <= x[bl+x[c]] fi: a2 := taukappa(m,b-c):

if (a2 <> 0 and a2 <> b and a2 <> ¢ and a2 <> al) then S :=
[op(8), x[a2]<=x[bl+x[c]] fi: od: od: {op(S)} end:

> Vars := proc(x,m) local S,i: S := []: for i from 1 to
floor(m/2) do S := [op(8),x[i]] od: {op(S)} end:

> BedE := proc(x,m) solve(GlE(x,m) union UGl(x,m),
Vars(x,m)) end:

> BedVE := proc(x,m) solve(GlVE(x,m) union UGl(x,m),
Vars(x,m)) end:

Abbildung 1: Satz 1 als Maple-Programm

IT liefert die einzige Ungleichung
T2 § xr1+x1.

Diese erhélt man, indem man b und ¢ die méglichen Werte zwischen 1 und 2
durchlaufen ldsst und tiberpriift, ob 7(k(b + ¢)) oder 7(k(b — ¢)) ungleich 0, b
und ¢ sind. Die Losung des obigen Systems von Gleichungen und Ungleichungen
ist

xlil,

ro = 2,
es gilt also

c(4) ={¢-w|CeRZw(0) =0,w(l) =1,w(2) = 2,w(3) = 1}.

Beispiel 4 Um ¢(8) zu bestimmen, sind schon mehr Berechnungen notwendig.
Deshalb ist es sinnvoll, diese Aufgabe dem Computer zu iibergeben und die
Berechnungen in einer Programmiersprache zu formulieren. In Abbildung 1 ist
ein Maple-Programm (Maple V Release 4) dargestellt, dass folgende Definitionen
enthélt:



> GlE(x,2), UGl(x,2), BedE(x,2);
{z1 =2} {} {1 =2}
> GlE(x,4), UGl(x,4), BedE(x,4);
{ze =2,2x1 + 29 =4}, {x2 <221}, {20 =2, 1 =1}
> UGl(x,8);

{zo <21, x4 <29, 3 < T1 + T4, T2 < 1 + X3, T4 < 1 + T3, T3 < X1 + T2,
x1 < X3+ x4, T < Tg + 3, T2 < 223}

> GlE(x,8);
{21‘1+21‘2+2$3+$4:8,21‘2+$4=4, 1‘4:2}

> BedE(x,8);

3
SIB,JJSS5,.’174:27.’172:1,,%1:2—333}

DN =

{

Abbildung 2: Anwendung von GIE, UGl und BedE

GIE berechnet fiir ein gegebenes m die Menge der Gleichungen fiir ein egalitéires
Gewicht nach Satz 1, Teil I,

GIVE berechnet die Menge der Gleichungen fiir ein vollstindig egalitires Ge-
wicht nach Satz 1, Teil I,

UGI berechnet die Menge der Ungleichungen nach Satz 1, Teil II,

BedE benutzt GIE und UGI, um die Gesamtheit aller Bedingungen fiir ein
egalitires Gewicht zu berechen,

BedVE benutzt GIVE und UGI, um die Gesamtheit aller Bedingungen fiir ein
vollstdndig egalitdres Gewicht zu berechnen.

In Abbildung 2 ist die Anwendung dieser Definitionen gezeigt. Sie bestéitigt die
Beispiele 1 und 3, und zeigt, dass gilt:

e8) ={¢-w|w(0)=0,w(l) =2~-p,w2)=1,w(3) =p,
w(4) = 2,w(5) = p,w(6) = L,w(7) =2 —p,
%gpsg,peR,CERzo}

Die Menge der Ungleichungen aus Satz 1, Teil IT, soll mit U,,, bezeichnet werden
(Up, kann durch die Funktion UGI aus dem vorangegangenen Beispiel berechnet
werden). Wie leicht ersichtlich ist, folgt aus x, < zp + 2. € U,,, wobei a, b und

¢ paarweise verschieden sein sollen, dass auch z, < z, + z. und . < z, + T



in U, enthalten sind. Man kann daher zu jedem U, eineindeutig eine Menge
Ureduziert konstruieren durch

deuziert = {xa <y + ¢ | Tq < xp+ 30 € Upy, (a‘ <b< C) oder b = C}'

Fiir die Anzahl der Elemente von Ur¢4u#ert yermute ich folgende Formel:

3+ (B+r)g+r sonst ’
wobeim —-3=¢q-6+r,qcZ,r€Z,0<r<6.

‘Usduziert| _ { 3(]2 + (3 + T)q +r—1 fallsr=3

Diese Formel ist durch den Computer fiir 2 < m < 200 bestétigt, Gegenbeispiele
habe ich noch keine gefunden. Natiirlich sind hierdurch auch obere und untere
Schranken fiir |U,,| gegeben, da ja, wie sich aus der Konstruktion unmittelbar
ergibt, |Uf§duziert| < |U7n| < 3. |U;;3duziert| gllt

3 Das eigentliche Thema: Schranken

Aufgrund von Axiom E aus Definition 1 ist die Menge aller Werte, die normierte
Gewichte aus g(m) fiir ein bestimmtes m annehmen konnen, nach oben und
nach unten beschrinkt. Die triviale untere Schranke ist 0, eine offensichtliche
obere Schranke ist m (tatsdchlich ist sogar 2 eine obere Schranke, siehe [1]).
Die Schranken, die im folgenden nun genauer untersucht werden sollen, sind
definiert durch

Cmin(m) = inf{w(z) | w € e(M),w normiert, z € Z,,x # [0]},

)
Cmax(m) = sup{w(z) | w € e(m),w normiert, x € Zy,},
¢ in(m) = inf{w([i]) | w € e(M),w normiert},
¢ ax(m) = sup{w([i]) | w € e(m),w normiert}.

Analog werden die Schranken A min; A maxs Ch min Und ngmax fiir vollstéandig
egalitdre Gewichte definiert, und mit diesen kann genauso verfahren werden wie
' und ¢

. . i
im folgenden mit (min, Cmaxs Cinin yax-

Im Fall e(m) = 0 bzw. €4(m) = 0 sind obige Definitionen natiirlich nicht sinn-
voll, m soll also von vornherein kein Vielfaches von 6 sein.

Beispiel 5 Aus Beispiel 4 ist die Struktur von £(8) bekannt. Es folgt sofort:

Cmin(S) = %7 Cmax(8)

I;in(8) = erm(S) = rg;un(S) = I?un(8) =
max(8) = Chax(8) = Grax(8) = Crax(8)
Cr2mn(8) = CI?]iIl(8) = 1? rznax(8) = 213,)((8)
Cinn(g) = Cﬁlax(8)

Fiir gréssere m (schon m = 11 stellt ein Problem dar) ist es allerdings nicht mehr
praktikabel, sich zuerst einen Uberblick iiber die normierten Gewichte mit Hilfe

Il
N = NN~ o



von BedE zu verschaffen, und dann hieraus Folgerungen iiber die Schranken zu
ziehen.

Ein effizienteres Verfahren niitzt die Tatsache aus, dass (min(m) bzw. (nax(m)
durch ¢! (m) bzw. durch (%, (m) ausgedriickt werden koénnen:

Cmin(m) = min{Cly ()1 <0 < | T}

Cnax(m) = max{ G (m)|1 < i < | |}

Es reicht infolgedessen, sich um die Berechnung aller ¢ . (m) und ¢} . (m) zu
kiitmmern. Wie aus Satz 1 ersichtlich ist, handelt es sich dabei um ein lineares
Optimierungsproblem, die Bestimmung von (! (m) bzw. (¢ ,.(m) kann wie
folgt aufgefasst werden (die Gleichungen aus Satz 1, Teil I, werden dabei in

Ungleichungen aufgesplittet, die Gleichung a = b wird also zu a < b, b < a):
minimiere bzw. maximiere x;

unter den Bedingungen

1% ]
Z aj;jz; < b;, furalled,1 <i<mn,
=1

wobei es sich bei den a;; und den b; um Konstanten handelt, und unter den
Nichtnegativitdts-Bedingungen

w; >0, fiir alle j,1 < j < {%J .
Wird die Menge der Gleichungen aus Satz 1, Teil I, dabei mit G,,, bezeichnet, so
ergibt sich die Anzahl n der Ungleichungen des obigen Optimierungsproblems
zZu

n =2 |Gl + [Un| = O(m2).

3.1 Optimierung mit Maple

Aufbauend auf den Maple-Definitionen aus Beispiel 4 ist es sehr einfach, mit dem
in Maple eingebauten Simplex-Verfahren zur linearen Optimierung zu ersten
Schranken zu kommen. In Abbildung 3 ist beschrieben, wie zB. (1, (25) bzw.
1 «(25) mit Hilfe von Maple nicht nur berechnet werden, sondern auch konkrete
Instanziierungen der x; vorgeschlagen werden, die das Problem minimieren bzw.
maximieren: 1 o5
1 1
m(20) = = 25) = —.
mln( ) 6 ) max( ) 13
Wie man sich iiberzeugen kann, indem man auf die gleiche Weise ¢},;,(25) und
L ax(25), 2 < < 12, berechnet, gilt iiberdies hinaus sogar

max

- (95) = 1 _ 1 _ _%
len(25) - min(25) - 67 Cmax(25) - max(25) - 13



> with(simplex):

> zetamin_i := proc(i,m) local x: minimize(x[i], GlE(x, m)
union UGl(x,m),NONNEGATIVE) end:

> zetamax_i := proc(i,m) local x: maximize(x[i], GlE(x, m)
union UGl(x,m),NONNEGATIVE) end:

> zetamin_i(1,25);

( 1 1 19 7 1 7 3 5 2
To=—,T3=—,T11=—,T12=—,Te=1,T7=—=,T9g=—,T10=—, Tg = —
2 37 3 2; 11 12; 12 47 6 y L7 6; 9 2a 10 37 4 37
5 4 1}
Ts=—,T8 = —, T1 = —
5 67 8 37 1 6
> zetamax_i(1, 25);
( 25 25 20 5 20 25 25 10
€T = —. = — . L = —., Lo = —., Ly = —. & = —,Tr1 = —=, Ty = —
10 267 11 267 5 137 2 137 3 137 12 267 1 137 8 137
15 10 15 5
T T 3T T 3T 3

Abbildung 3: Berechnung von ¢} . (25) und ¢}, (25) mit Maple

min

m=10 ------—-

wli]:
min=[w[1] 1/2, wl2] =1, wi3] =1, wl4] = 3/2, w[5] = 2]
max=[w[1] = 1, w[2] = 3/2, w[3] = 1/2, w[4] = 1, w[5] = 2]
between 1/2 and 1

w[2]:
min=[w[1] = 1/2, w[2] = 1, w[3] =1, w[4] = 3/2, w[6] = 2]

max=[w[1] = 1, w[2] = 3/2, w[3] = 1/2, w[4] = 1, w[5] = 2]
between 1 and 3/2

w[3]:
min=[w([1] = 1, w[2] = 3/2, w[3] = 1/2, w[4] = 1, w[B] = 2]
max=[w[1] = 1/2, w[2] = 1, w[3] = 1, wl4] = 3/2, w[5] = 2]
between 1/2 and 1

wl4]:

min=[w[1] = 1, w[2] = 3/2, w[3] = 1/2, wl[4] = 1, w[5] = 2]

max=[w[1] = 1/2, w[2] =1, w[3] =1, wl[4] = 3/2, w[b] = 2]
between 1 and 3/2
w[5]:

min=[w[1] = 1/2, w[2] =1, w[3] =1, wl[4] = 3/2, w[5] = 2]
max=[w[1] = 1/2, w[2] w[3] 1, wl4] = 3/2, w[5] = 2]
between 2 and 2

]
-
.

Abbildung 4: Resultate fiir ¢’

m

. (10) und (¢, (10), i = 1...5, mit WeightDeuvil



3.2 Optimierung mit WeightDewvil

Um fiir moglichst grosse m Schranken zu ermitteln, ist es notwendig, das Pro-
gramm in einer schnelleren Programmiersprache als Maple zu erstellen. Weight-
Deuvil ist ein solches Programm. Es ist in C++ geschrieben und lésst sich sowohl
mit dem Gnu-C++ Compiler, als auch mit dem Microsoft C++ 6.0 Compiler
iibersetzen. Um zuverldssige Ergebnisse zu erhalten, sind dabei die Berechnun-
gen fiir Ganzzahl-Arithmetik mit Uberlaufiiberpriifungen versehen (was unter
Microsoft C++ nur unter der Verwendung von Assembler-Code moglich war,
sorry :-)). Das Programm ist dariiber hinaus in der Lage, bereits berechnete Re-
sultate in einer Datei abzuspeichern, und auch zur weiteren Verwendung wieder
auszulesen, so dass eine Unterbrechung des Programms und eine Wiederaufnah-
me der Berechnungen zu einem spéteren Zeitpunkt moglich ist. Ein Auszug aus
der Datei fiir den Fall m = 10 findet sich in Abbildung 4. Der im Programm
verwendete Simplex-Algorithmus zur linearen Optimierung ist ausfiihrlich be-
schrieben in [2].

3.3 Experimentelle Resultate

In diesem Abschnitt werden die Resultate zusammengetragen, die durch die
experimentelle Arbeit mit WeightDevil entstanden sind. Daher hat hier der
Ausdruck fiir alle m eine der normalen Interpretation gegeniiber stark abge-
schwichte Bedeutung, ndmlich: Fiir alle m € Z,2 < m, fiir die experimentelle
Daten vorliegen. In diesem Sinne sind die folgenden Aussagen zu verstehen.
Die Daten, auf denen die Aussagen basieren, sind in den Abbildungen 5 bis
10 und 11 bis 15 zusammengefasst. Der Aufbau der Daten soll anhand der
Tabelle in Abbildung 5 erklédrt werden. In jeder Tabellenzeile sind die Daten
fiir ein spezifisches m zusammengetragen. In der ersten Spalte steht dabei m
selber. In der zweiten Spalte stehen die Werte fiir (pnin(m) und (pax(m). Ist
m nicht fettgedruckt, so konnen diese Werte in der zweiten Spalte nur dann
als zuverléssig angesehen werden, wenn sich Aussage 2 als wahr erweist. Ist m
fettgedruckt, so sind (min(m) und (max(m) ohne Verwendung von Aussage 2
berechnet worden. In der dritten Spalte stehen die Werte von (¢ (m) und
(i . (m) fiir repriisentative i (représentativ im Sinne von Aussage 2). Fettdruck
in der dritten Spalte bedeutet, dass der Wert mit den Werten aus Spalte 2
iibereinstimmt. Im Falle m = 15 ldsst sich folgender Sachverhalt aus Abbildung 2
ablesen:

3 3

Lo(15)= — . ¢! (15) = =
CIl’lll’l( 5) 10 ? CIH&X( 5) 2 )
5 5

3. (1) =2, ¢3 (15) = =
mm( 5) 6 ) Cmax( 5) 3’

= 3 [ 3
5 (15) =2, 2. (15) = =.
mm( 5) 2 ) Cmax( 5) 2



Da 15 fettgedruckt ist, weiss man weiterhin noch sicher:

Cmin(lB) = i y Cmax(15) = ga

Cmin (15) = Gain (15) = Cmm( 5) = mm(15),
max(15) = Ghax (15) = Cax (15) = (ax(15),
min (15) = Gin (15),
max(15) = Chax(15)-

Aussage 1 Fiir alle m, die keine Vielfachen von 6 sind, gilt sowohl e(m) #
0 als auch ea(m) # 0, fir solche m existieren also normierte egalitire und
vollstindig egalitire Gewichte.

Aussage 2 Fir alle m, 6 1 m, gilt: Ist ggt(i,m) = ggt(j,m), so gelten die fol-
genden Gleichungen:

:nzn(m) = @]ﬁm(m)v
tmaa(M) = Cinaa(m),
Ch,min(m) = ,J;l,mm(m)a
maa(M) = Ch mao(M)-

Eine Anwendung dieser Aussage ergibt sich sofort: Die Menge {1,...,|%]|}
zerfillt in Aquivalenzklassen, so dass alle Elemente einer Aquivalenzklasse den
gleichen grossten gemeinsamen Teiler mit m besitzen. Um nun etwa alle ¢*, (m)

zu berechnen, muss ¢, (m) nur fiir jeweils einen Repriisentanten jeder dieser

Aqulvalenzklassen berechnet werden, was natiirlich eine grosse Rechenersparnis
bedeuten wiirde.

Ist man ausserdem nur an etwa (pin(m) interessiert, so wiirde die folgende
Aussage die Rechnung noch weiter vereinfachen:

Aussage 3 Fir alle m, 61 m, gilt:
Cmm(m) = C'rlnzn(m)a
CA,min(m) = gh,mzn(m)
Ist m ungerade, so hat man zusdtzlich:
Cmaz(m) = %mz(m)v
CA,max(m) = Ci\,mam(m)'

Wiirden sich die beiden folgenden Aussagen bewahrheiten, so wire dies sehr
erfreulich:

Aussage 4 Fir alle m, 6 1 m, gilt: Ist m gerade und kein Vielfaches von 70,
so gilt:

szn(m) = CA,min(m) =

10



Aussage 5 Fir alle m, 6 tm, gilt: Ist m ein Vielfaches von 3, so gilt:

9

Mit Hilfe des Lee-Gewichts bereits in [1] bewiesen ist

Aussage 6 Fir alle Primzahlen p, p # 2, gilt:

4
Cmin(p) = CA,m'm(p) = p2 f 1’
Cmax(p) = CA,ma:c(p) = Dt 1
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m H Cmina Cmax

1
2 2,2
2,2
1
3 3
3 272 3 3
22
1 2
4 1,2
1,1 2,2
1
5 5
5 673 5 5
63
1
7T 7
7 A I
12’ 4
) 1 2 4
8 22 13 11 922
232 ) )
) 1 3
13
9 272 13 33
272 272
X - 1 2 5
o 11 1,3 9292
2 ’ 9 ’
1
11 11
11 % |uou
30’ 6
1
13 13
13 4207 13 13
1207
. 1 2 7
14 32 14 25
s}
3'3 313 22
1 3 5
35
15 1073 3 3 55 33
10’ 2 673 272
. 1 2 4 8
16 02 17 13
118 11 2,2
1
17 17
72’ 9
1
19 19
90’ 10

Abbildung 5: Schranken egalitdrer Gewichte, m = 2,...,19
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m H Cmina Crnax

: 1 2 4 5 10
20 12 1 7 11 1.3 1.1 2.2
4° 4 2 2 ’ !
21| 2. ' ’ !
147 21 3 38 7.7 33
14> 21 12°4 272
. 1 2 11
22 572
129 7.9 99
518 187 5 ’
23| 23 23 1
1327 12 23 23
1327 12
25 1% ' ’
6713 1 25 55
6’13 6’3
) 1 2 13
26 52 1 57 11 11
157 Ll 9 9
6’34 34’ 6 ’
27 136 ! ’ !
6’ 19 1 36 13 33
6’19 272 2’2
) 1 2 4 7 14
28 52 111 14 25 11 99
6’ 6 373 33 ’ ’
29 || 29 20 !
210 15 29 29
210’ 15
31 || 3L 81 1
240° 16 31 31
240 16
32 512 115 17 13 171 99
8’8 44 202 > ’
33| 2, 36 ! ’ "
227 19 3 36 11 11 3 3
22°19 300 6 2’2
) 1 2 17
34 §’2 1 58 8 15
158 8 15 99
8’33 33’ 8 ’
35 2,2 : ’ '
427 12 5 28 7 7T 55
42° 12 12°4 6’3
37| 37 87 !
3427 19 37 37
342° 19

Abbildung 6: Schranken egalitdrer Gewichte, m = 20,...,37
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H Cmin ) Cmax

m
) 1 2 19
38 3,2 1 91 11 17
1 91 i1 10 2,2
9’ 51 517 9 ’
39 28 ! ’ .
267 45 3 86 13 13 3 3
26° 45 4207 272
} 1 2 4 5 8 10 20
40 g72 1 15 1 7 1 1 3 3
s aa 3l 35 Ly 1,1 22
41 41 41 1
1207 21 41 41
420 21
43 43 43 1
1627 22 43 43
462 22
» L 1 2 4 11 22
10° 1 19 1 29 9 11 2.2
102 10 5118 18'5 ’ !
45 1 25 1 3 o ) 15
10° 13 125 3 3 13 55 33
10’ 13 102 2’2 603 202
16 Ly 1 2 23
By 1209 29 21 99
11’164 164 11 ’
a7 A7 47 1
5527 24 47 47
552 24
40 1 49 1 7
127 25 1 49 77
12° 25 127 4
o Ly 1 2 5 10 25
10 19 119 L1 1.3 22
10° 5 5710 29 ’2 9
51 3 126 1 3 1
34> 65 3 126 17 17 3 3
34’ 65 720 9 202
o L, 1 2 4 13 26
120 1 23 157 11l 171 99
12° 12 634 34’6 ’ ’
53 || 2% 82 !
7027 27 53 53
702’ 27
55 5 218 1 g 1
66> 111 5 218 11 11 5 5
66° 111 30’ 6 6’3

Abbildung 7: Schranken egalitdrer Gewichte, m = 38,...,55
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m H Cmins Cmax

o L 1 2 4 7 8
12 1 23 111 14 13 25
12> 12 6' 6 3'3 272 3'3
57| 3 134 1 3 1
387 69 3 134 19 19 3 3
38’ 69 90’ 10 272
s - 1 2 29
14 A1 307 23 27 9 9
14165 165’ 14 ’
59 || 2, %0 '
8707 30 59 59
870> 30
61 61 61 1
9307 31 61 61
930> 31
o Ly 1 2 31
15 1402 28 29 9 o
15° 215 2157 15 ’
63 1 113 1 3 7 9 21
147 58 1 113 3 38 13 7 7 33
14> 58 14 21 202 12’4 22
64 L2 ! ? ! ; .
16° 131 115 L7 13 19
16 16 8’8 44 202 !
65 | =,% ! ° .
787 33 5 65 13 13 5 5
787 33 420 7 63
" L, 1 2 4 17 34
167 1 31 158 8 15 11 92
16° 16 8733 3328 ’ !
69 | 2 % ! ’ .
16° 23 3 45 23 23 3 3
46°23  132°12 202
o » 1 2 5 7 10
10° 113 11 14 13 25
10’ 7 7> 10 3’3 2’ 3’3
- Ly 1 2 37
182 1 1373 79 35 9 9o
18’ 726 7267 18 ?
75 3 166 1 3 g 1 2
50 85 3 166 1 25 3 3 55 33
50’ 85 6°1 1002 623 272
. Ly 1 2 4 19 38
18» 1 35 Lol L1117 79 99
18> 18 9751 51’9 ’ ’

Abbildung 8: Schranken egalitdrer Gewichte, m = 56, ...
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m H Cmim(max

77 T 7 L 7 H
1327 39 T 11 7T
132’ 39 300 6 12> 4
“ L 1 2 4 5 8 10 16 20 40
16> 1031 115 17 17 149 13 13 11 22
16 16 88 404 104 2° 232 3 0O :
81| &, 8 ’ ’ g
187 32 1 63 1 36 13 33
18’ 32 6’19 22 2°2
% Ly 1 2 41
20 1 892 46 39 9 o
207 469 469’ 20 ’
85 5 8 1 g 17
102° 43 5 85 17 17 55
102’ 43 7279 6’3
% Ly 1 2 43
21 1 1081 53 41 2.2
21’ 567 5672 21 ’
g7 | 3 234 L 5 2
58° 119 3 234 253 29 3 3
58’119 1832’ 15 22
“ L 1 2 4 8 11 22 44
20° 1 39 1 19 12 79 13 11 92
20 20 10° 10 5018 18°5 202 ’
91 791 1 7 '
156 46 7 91 13 13 7T
156 46 420 7 1274
0 L 1 2 4 23 46
331 1 43 1 299 29 21 1] 99
227 22 11° 164 164 11 ’ ’
93 3 230 1 3 31
627 117 3 230 50 31 3 3
62> 117 387’ 16 22
o Ly 1 2 47
23° 1 2711 121 45 2.9
23> 1416 1416 23 ’
114 48 5 95 19 19 5 5
114> 48 90’ 10 63
o5 Ly 1 ) 7 14 49
21> 1 40 2 4 14 25 92
2121 217 21 3’3 3’3 !
0 L 156 1 3 9 11 33
220 79 1 156 3 36 11 11 1 3 3 3
22° 79 22> 19 30° 6 222 202

Abbildung 9: Schranken egalitdrer Gewichte, m = 77,...,99
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m H Cmins Cmax

1 2 4 5 10 20 25 50
100 %’2 1 39 19 1 19 17 1 3
30°20 10°5 510 101 21 Ly L1 22
1 2 4 8 13 26 52
104 i72 1 47 1 23 1 57 11 11 1 3
34024 1312 G034 3006 302 L1 2,2
. 1 2 4 5 7 10 14 20
140 =2
20 193 113 119 111 17 14 19 25 4
20’ 20 107 7 77 10 6’ 6 47 4 373 27 373 ?

Abbildung 10: Schranken egalitdrer Gewichte, m = 100,...,140
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m H CA,IninvéA,max

1
2 2,2
2,2
1
33
22
1 2
4 1,2
1,1 2,2
1
5 5
5 673 5 5
6’3
1
707
4 1204 T
12’4
1 1 2 4
® 2 13 11 22
2792 ) )
1 3
13
) 272 13 33
2°2 2°2
10 19 1 2 5
. 11 1,3 22
2 1) ’
1
11 11
11 3006 11 11
30’ 6
1
13 13
13 4207 13 13
420 7
14 15 1 2 7
3 14 25 99
3°3 3°3 )
1 3 5
13
15 372 13 (3 33
3°2 2 202
1 1 2 4 8
16 172 1 7 1 3 1.1 2.9
44 DRID) 9 )
1
17 17
17 7209 17 17
72° 9
1
19 19
19 90 10 19 19
90’ 10

Abbildung 11: Schranken vollstéindig egalitdrer Gewichte, m = 2,...,19
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m H CA,min;CA,max

) 1 2 4 5 10
20 12 17 1 3
17 i1 1,2 1,1 2,2
1 3 7
13
21 472 13 23 33
47 2 372 27 2
. 1 2 11
22 52 1 29 709
515 185 22
1
23 23
23 1320 12 23 23
132> 12
1 5
125
25 6713 125 55
6’ 13 673
) 1 2 13
26 62 1 57 11 11
631 3006 22
1 3 9
13
27 672 13 138 338
6’2 272 272
. 1 2 4 714
28 62 1 11 14 25
66 33 33 L1 22
1
29 29
29 210° 15 29 29
210’ 15
1
31 31
31 3107 16 81 81
240° 16
. 1 2 4 8 16
32 82 1 15 17 13
I3}
5% 14 923 L1 22
1 3 11
13
33 72 13 5 3 33
702 127 2 27 2
. 1 2 17
34 82 1 58 8 15
8'33 3308 52
1 5 7
119
35 8710 1 19 77 55
8’ 10 127 4 6’3
1
37 37
37 3427 19 37 37
342’ 19

Abbildung 12: Schranken vollstindig egalitirer Gewichte, m = 20,...,37
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m H gA,min7CA,max

1 1 2 19
38 502 1 91 11 17
9051 509 22
1 3 13
13
39 872 13 7 3 3 3
8’2 20° 2 22
; 1 2 4 5 8 10 20
40 §72 1 15 17 1 1 3 3
&% a4 3l 55 Ly L1 22
1
41 41
41 4207 21 41 41
420 21
1
43 43
43 4622 22 43 43
462 22
} 1 2 4 11 22
44 E72 1 19 1 29 79
15> 10 £ 18 i5E 1,1 2,2
45 L3 1 3 5 9 15
972 13 13 13 1.3 3 3
972 3792 272 ' 2 272
1 1 2 23
46 1102 1299 29 21
i1 761 odr 11 22
1
47 47
47 5527 24 47 47
552’ 24
1 7
1 49
49 127 25 1 49 77
12’ 25 124
L 1 2 5 10 25
50 E72 1 9 1 19 1 3
s 5w pl Ly 22
1 3 17
1 3
ol i1 2 138 43 33
1102 157 2 272
1 1 2 4 13 26
52 12+2 1 23 1 57 11 11
5,2 5 51 516 1,1 2,2
1
53 53
53 702> 27 53 53
702’ 27
1 5 11
149
59 13725 149 111 55
12’25 300 6 63

Abbildung 13: Schranken vollstindig egalitdrer Gewichte, m = 38,...,55
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m H CA,min,> CA max

56 - 1 2 4 7 8 14
12 102 111 14 13 25 719
127 12 67 6 373 272 3’3 )
. 1 1 3 19
1272 1 3 5 3 3 3
127 2 217 2 272
. - 1 2 29
14 1307 23 271 99
14’ 165 1657 14 )
59 2 55 !
8707 30 59 59
870° 30
6 . 1 2 31
157 1402 28 29 g o
157 215 2157 15 )
1 3 7 9 21
63 1 3
1272 1 3 13 13 23 33
127 2 47 2 272 372 272
6 L, 1 2 4 8 16 32
16° 131 115 17 13 11 99
16’ 16 87 8 47 4 272 ? )
o 1 e 5 13
157 33 1 65 13 13 55
15’ 33 427 7 6’3
65 L 1 2 4 17 34
16° 131 158 8 15 11 99
16’ 16 87 33 337 8 2 )
69 1 1 3 23
157 2 1 3 1 3 3 3
15’ 2 567 2 272
-0 1y 1 2 5 7 10 14
v 113 113 14 19 25 13
77 77 373 27 373 )2
- 1 1 2 37
18° 1 1373 79 35 9 o
18’ 726 7267 18 )
1 3 5 15 25
75 1 3
1572 13 13 13 13 33
157 2 572 372 2 272
- 1y 1 2 4 19 38
18’ 13 191 1117 {1 99
18’ 18 97 51 517 9 ? )
.- 1T 1 7 11
187 39 1 77 1111 77
18’ 39 30’ 6 127 4

Abbildung 14: Schranken vollstindig egalitirer Gewichte, m = 56, ...
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H CA,minv CA,Inax

m
1 1 2 4 5 8 10 16 20 40
80 1672 1 31 1 15 17 17 1 13 3
i601c s ava aa b 35 Ly L1 22
1 3 9 27
1 3
81 18’ 2 13 13 13 33
18’ 2 62 2'2 3213
) 1 2 41
82 19
20 1 892 46 39 9 o
20° 469 469’ 20 ;
5 17
1 85
85 207 43 1 85 17 17 5 5
20’ 43 2'9 63
1 1 2 43
86 2152 1 1081 53 4l
510 567 56T o1 202
1 3 29
1 3
87 1902 1 3 73 33
19> 2 150 2 202
1 1 2 4 8 11 22 44
88 %72 1 39 1 19 1 29 79 1 3
20° 20 10° 10 5’18 18’5 202 L1 22

Abbildung 15: Schranken vollsténdig egalitdrer Gewichte, m = 80,...,88
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